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1 Introduccion

En la historia del desarrollo de la teoria de conjuntos, uno de los temas mas
fascinantes tiene que ver con entender como crecen los cardinales infinitos. En su
momento, Cantor demostré que ¢ > Ny y surgié de manera natural la Hipotesis del
Continuo (CH) y su generalizacion, la Hipotesis Generalizada del Continuo (GCH).
Ambos enunciados afirman un comportamiento rigido acerca de la exponenciacién
cardinal, sostienen que 2° = k* y de hecho sabemos que este comportamiento es
independiente de los axiomas. En su momento esto representé una cubetada de agua
fria para los diversos intentos puestos en marcha con el objetivo de establecer un
marco formal que sustente las matematicas que, segin Hilbert, debia ser un sistema
formal consistente, completo y decidible (méas adelante, Godel demostré que no se
pueden tener las tres condiciones a la vez). Més atn, CH es una afirmacion sobre los
nameros reales!

La complejidad de CH, como mencion6 John Stillwell en [1|, parece descansar en
el limite mismo de la capacidad humana de entender el infinito. Por su parte, Gédel
menciona que la indecibilidad de CH a partir de ZFC solo puede significar que estos
axiomas no contienen una descripcién completa de esta realidad. A raiz de esto, el
estudio de la independencia de enunciados ha sido uno de los focos principales en
la Teoria de Conjuntos moderna. Asi mismo, el estudio de los axiomas de grandes
cardinales junto con el comportamiento de la funcién del continuo (k — 2%) son la
linea de investigacion actual mas apegada a la original de Cantor. La independencia
de GCH sin duda motivé todo un panorama mas amplio de investigacion. ;Qué mas
podemos decir de la funciéon del continuo si no asumimos GCH? ;Qué tanta flexibilidad
tenemos en esta operacion?

En los anos 70, William Easton dio un paso fundamental en la exploracion de las
preguntas anteriores, mostré que para cardinales regulares, la funciéon del continuo
tiene mucha flexibilidad. Se puede dar casi cualquier patrén salvo restricciones de
monotonia y cofinalidad. Sin embargo, este comportamiento no se extiende para
cardinales singulares. En 1975, Silver mostré que si k es un cardinal singular de
cofinalidad no numerable y GCH se vale debajo de k, entonces 27 = x*. Es decir, el
valor de la funcién del continuo en cardinales singulares esté condicionado por lo que
pasa debajo de él. Mas adelante, entre 1980 y 1990, Shelah mostré que la funcién
del continuo en cardinales singulares no puede crecer de manera arbitraria. Esto nos
permite conjeturar que los cardinales singulares de hecho tienen la misma estructura
rigida que describe GCH.
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La Hipotesis del Cardinal Singular (SCH) describe el valor de 2% cuando s es
un cardinal singular fuerte y limite, y afirma que su valor es x*. El estudio de esta
hipétesis no solo esclarece la estructura interna de los cardinales singulares sino que
también nos deja ver el papel de los axiomas de grandes cardinales y de los axiomas
de forcing en el panorama actual de la teoria de conjuntos. Por su riqueza, la SCH
sigue siendo terreno fértil de investigacion.

En este trabajo estudiaremos la independencia de SCH, en su forma més general,
desde dos perspectivas muy fructiferas y bajo axiomas de grandes cardinales. En
nuestro capitulo de preliminares nos encargaremos de recordar y desarrollar la teoria
béasica para nuestro propoésito, en el capitulo 3 recordaremos la clasica prueba de
la independencia de CH con forcing mientras que el capitulo 4 tiene como objetivo
producir un modelo en donde SCH falle utilizando forcing iterado y Prikry forcing. Por
su parte, en el capitulo 5 nos adentraremos en el tema de ideales y axiomas de forcing
para, finalmente en el capitulo 6 obtener que el axioma de forcing propio implica
SCH. La finalidad de esta tesis también radica en ofrecer una exposicion accesible
y motivadora de estos temas, enfocada a estudiantes de licenciatura. Por ello, en
ocasiones orientaremos las demostraciones a favor de la intuicién matematica para
que los argumentos puedan seguirse con mayor fluidez.



2 Preliminares

A lo largo de este capitulo, nos proveeremos de las herramientas necesarias para el
entendimiento de la tesis. Se recomienda que el lector tenga conocimientos sélidos en
el desarrollo de la teoria axiomatica de conjuntos lo cual es equivalente a los cursos
de Teorfa de Conjuntos I y II que ofrece la Facultad de Ciencias de la UNAM. Esta
teoria puede ser encontrada con mayor detalle en [2].

Si no se menciona lo contrario, estaremos trabajando dentro de los axiomas de
Zermelo Fraenkel con Eleccion (ZFC). Dicho esquema axiomatico esta formado por
los axiomas de existencia, extensionalidad, buena fundacién, unién, par, infinito,
potencia, eleccion y los esquemas de axiomas de separacion y remplazo. Existen otras
axiomatizaciones, como la de Neumann, Bernays y Godel, aunque lo importante es
tener presente que el manejo de clases propias (clases que no son conjuntos) dentro
de ZFC no esta formalizado.

Una relacién es un conjunto de pares ordenados. El dominio de una relacion r es
Dom(r) = {a : 3b(a,b) € r} y la imagen de r es Im(r) = {b: Ja(a,b) € r}. Es claro
que 7 € Dom(r) x Im(r). Cuando existe un conjunto A tal que r C A x A, diremos
que r es una relaciéon sobre A.

Con esto estamos en condiciones de recordar las definiciones basicas de la teoria
de o6rdenes. Un preorden es un par ordenado (X, <), donde X es un conjunto y < es
una relacion reflexiva y transitiva sobre X, es decir, para todo x € X, x < x y para
cualesquiera x, y, z € X, siz <yyy <z, entonces r < 2. Si A C X, A es acotado
inferiormente (superiormente) si existe z € X tal que para todoa € A, z < a
(r > a). En este caso, = es una cota inferior (cota superior). Decimos que A es
acotado si es acotado inferior y superiormente. Un orden parcial es un preorden
(X, <), en donde < es antisimétrica, es decir, que para cualesquiera z,y € X, siz <y
y y < x, entonces x = y. Un orden total es un orden parcial en donde se cumple que
para cualesquiera z,y € X, x <yoy < x.

Dados un orden parcial (X, <) y A C X, A tiene un <-minimo si existe a € A
tal que para todo b € A, a < b. Este concepto da pie a una clase de 6rdenes muy
importantes en la teoria de conjuntos. Un orden total (X, <) es un buen orden si
todo subconjunto no vacio de X tiene un <-minimo. Omitiremos poner < antes de
minimo cuando no haya confusiéon. De ahora en adelante, cuando no haya ambigiiedad,
denotaremos a los ordenes de la forma (X, <) por X, y cuando trabajemos con més
de un orden, el simbolo de la relacién tendra el subindice del conjunto.
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Dado X un preorden, F' C X es un filtro si es no vacio y
1. para cualesquiera p,q € F existe r € Ftalquer <pyr <gq,y
2. para todo p € F y todo ¢ € X, si p < ¢, entonces q € F.

Los casos en los que trabajaremos con filtros seréd cuando X tiene un maximo 1. En
este caso, 1 € F es equivalente a la no vacuidad del filtro gracias a la propiedad 2. Un
ultrafiltro es un filtro maximal con respecto a la contencion.

Dos érdenes X y Y son isomorfos, denotado por (X <x) = (Y, <y), si existe
una funciéon biyectiva f: X — Y tal que para cualesquiera a,b € X, a <x b si y solo
si f(a) <y f(b). Se puede demostrar que si X y Y son ordenes totales y existe una
funcion biyectiva f: X — Y tal que para cualesquiera z,y € X, si x <x y implica
que f(x) <y f(y), entonces (X, <y) = (Y, <y).

2.1. Ordinales y cardinales

Mis investigaciones en teoria de conjuntos han llegado a un punto en el
que su progreso depende de una extension del concepto de niimero natural
mas alla de sus limites actuales |...] Dependo tanto de esta ampliacion del
concepto de ntimero que sin ella no podria ya dar el menor paso adelante en
la teoria de conjuntos... lo que esta en juego es la extension o continuacion
de los ntimeros naturales |...|

Lo que yo afirmo y creo haber demostrado en este y en otros trabajos
anteriores es esto: que siguiendo a lo finito hay un transfinito, es decir, hay
una escala ascendente ilimitada [...] que puede ser determinada por medio
de niimeros concretos, bien definidos y distinguibles.

-G. Cantor, 1883.

Von Neumann logro, con los axiomas de ZFC, formalizar toda la teoria de ntimeros
ordinales.

Definicion 2.1.1. Un ndmero ordinal es un conjunto « tal que {, €) es un buen
orden transitivo, es decir, para todo x € o, x C . Dados dos numeros ordinales a y

B, a<f staef.

Usaremos la notacion estandar con letras griegas para referirnos a los ordinales: w
es el conjunto de niimeros naturales, w; el primer ordinal no numerable, etcétera. Se
puede demostrar que la relaciéon € se comporta como una relacion de orden total en los
ordinales. Ahora, aunque la clase de los ordinales es una clase propia y, formalmente
no existe dentro de ZFC, nos referiremos a ella por OR y nos daremos permiso de
escribir a € OR como abreviacién de que « es un ordinal.

Al igual que en los niimeros naturales, o + 1 denotaré al sucesor del ordinal «, es
decir, a + 1 = aU {a}. Con esto, es facil notar que podemos clasificar a los ordinales
en tres clases: el ordinal 0 = @, los ordinales que son sucesor de otro ordinal, llamados
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ordinales sucesores, y los ordinales limite que no son ni el 0 ni el sucesor de
alguien.

Como es de esperarse, muchas propiedades que tienen los niimeros naturales se
cumplen para los ordinales. Por ejemplo, el principio del minimo ordinal que establece
que si C' es una clase no vacia de ordinales, C' tiene un elemento €-minimo. Esto
nos dice que OR esta bien ordenada con la pertenencia. El lector interesado podra
revisar [2] o |3] para ver una prueba de ese resultado, aunque vale la pena mencionar
que esta recae en el hecho de que si L es una clase propia, (] L es un conjunto (como
L es clase propia, L es no vacia por lo que se puede hablar de (] L). En consecuencia,
tenemos una de las herramientas mas poderosas de los ordinales.

Teorema 2.1.2 (Induccion transfinita). Sea ¢ una formula en el lenguaje de la teoria
de conjuntos. Si para todo ordinal o, el hecho de que para todo ordinal < o se cumple
que ¢(B) implica ¢(«), entonces todo ordinal cumple ¢.

Naturalmente tenemos el teorema de recursion.

Teorema 2.1.3 (Recursion transfinita). Si F: V. — V es un funcionaﬂ existe un
unico funcional G: OR — 'V, tal que

Existen versiones més generales de este teorema (véase |3] para una exposicion méas
detallada). En lo que sigue, usaremos el teorema de recursion sin verificacion rigurosa.
Con este teorema podemos definir una infinidad de ordinales inciales (ordinales no
equipotentes con ningin ordinal anterior a él) como

Wy = W,
ws+1 = {a € OR : existen B Cwg y 1 C wg X wg tales que (B,r) = (o, €)}, v
Wy = U wg si v es limite.
B<y
Se puede demostrar que si « es un ordinal, w, es un ordinal inicial. Ver [2].

De la misma forma, definimos la jerarquia de los conjuntos bien fundados
como.

Vo =2,
VOH—l = p(va)a y
V, = U V., si vy es limite.

a<y

Al conjunto V,, le llamaremos el estrato «. Es bien sabido que el axioma de buena
fundacion es equivalente a V' = (J, .or Va- En este contexto, si x es un conjunto,
definimos su rango como rank(z) = (\{a € OR : € V,41}. Lo cual es equivalente a
rank(z) = sup{rank(y) +1:y € z}.

!'Nos referimos a las funciones que no son conjuntos como funcionales.
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Ademés, contamos con el Teorema de Enumeracion, que afirma que, si A es un
buen orden, entonces existe un tnico ordinal « tal que (A, <) = («, €). Este resultado
es muy utilizado en le teoria de 6rdenes, pues nos permite tomar un representante
de cada clase de equivalencia con respecto a la relacion “ser isomorfo” entre buenos
ordenes. De este modo, se evita recurrir al Axioma de Eleccion para clases propias.
Véase [2| para una demostracion.

Definicion 2.1.4. Si A es un buen orden, el tipo de orden de A, denotado por
ot(A), es el inico ordinal « tal que (A, <) = (a, €).

El siguiente lema sera de ayuda en nuestro tema de interés.

Lema 2.1.5. Sean o un ordinal, Z un conjunto de ordinales y x € Z. Si ot(Z) = a y
w:a— Z es un isomorfismo de drdenes, entonces p(ot(x N Z)) = x.

Demostracion. Sea f < «a tal que p(8) = z. Es claro que, ¢ [g: 8 — N Z es un
isomorfismo de érdenes. Es decir, ot(z N Z) = . O

El lema anterior nos dice que si Z es un conjunto de ordinales cuyo tipo de orden
es algtin ordinal «, entonces podemos enumerar a Z como Z = {z3 : # < a}. Luego,
para cada T € Z, T = Zo4(anz)-

Diremos que dos conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad si existe una
funcion biyectiva f: A — B. Se puede demostrar que el “tener la misma cardinalidad”
se comporta como relacion de equivalencia sobre la clase de los conjuntos. En la
literatura, se hace la suposicion de que para cada clase de equivalencia de un conjunto
A, se puede tomar un buen representante al que llaman “el cardinal de A” y lo denotan
por |A|. Esto es suficiente para desarrollar buena parte de la teoria de la aritmética
cardinal. Es facil notar que para un conjunto finito la elecciéon del representante es
obvia; el tnico natural biyectable con él. Para conjuntos infinitos la suposicion la
formalizaremos bajo el Axioma de Eleccion. Pues bajo este axioma, todo conjunto se
puede bien ordenar y entonces, gracias al Teorema de Enumeracion y al Principio del
Minimo Ordinal, para todo conjunto podemos tomar al minimo ordinal biyectable con
Ay a este le llamaremos el cardinal de A y lo denotaremos como |A|.

Definiciéon 2.1.6. Un cardinal es un ordinal no biyectable con ningin ordinal menor.

Debera ser claro para el lector que el orden dentro de los cardinales es el mismo
que en los ordinales. En 1915, Friedrich Hartogs demostré que para todo conjunto
A hay un minimo cardinal x tal que no hay funcién inyectiva de x en A. Para el
caso en el que A sea un cardinal ), el teorema de Hartogs nos asegura la existencia
de un minimo cardinal mayor a A al cual llamaremos el cardinal sucesor a \ y lo
denotaremos por \*.

Con recursion transfinita podemos definir el funcional dglef dado por

NO = w,
Nﬁ-f—l = N;» y

N, = U Ng, siy es limite.
B<y
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Se demuestra que todo cardinal infinito es un dlef, es decir x es un cardinal infinito
si y solo si existe un ordinal « tal que k = W, (ver [2]). Si v es un sucesor llamaremos a
x un cardinal sucesor y si es un ordinal limite, llamaremos a x un cardinal limite.
Debera ser claro que N, = w,.

2.2. Cofinalidad

Si X es un orden parcial y A C X, entonces A es <x-cofinal|en X si para todo
x € X existe a € A tal que x < a, y la cofinalidad de X, denotada por cf(X), es el
minimo de las cardinalidades de los subconjuntos cofinales en X. Como X siempre es
cofinal en X, este minimo siempre esta bien definido y entonces cf(X) < | X]|. De esto
se sigue que cf(@) = 0.

Ademas, la cofinalidad es invariante bajo isomorfismos de 6rdenes. Es decir, si X
y Y son ordenes parciales isomorfos, cf(X) = cf(Y'). En efecto, si f es el isomorfismo
entre X y Y y A C X es cofinal, entonces f[A] es cofinal en Y y como f es biyectiva,
| f[A]| = |A|]. Tomando A de tamano cf(X), concluimos que cf(Y) < c¢f(X). De manera
analoga, como f~!': Y — X es un isomorfismo, se obtiene que cf(X) < cf(Y). Por lo
tanto, cf(X) = cf(Y).

Por otro lado, si X es un orden parcial con maximo 1, entonces {1} es cofinal y &
no lo es. Luego, cf(X) = 1. El caso interesante es cuando X no tiene maximo. Por
ejemplo, si X es un orden total sin maximo, su cofinalidad es un cardinal infinito
pues si C' C X fuera cofinal y finito, como X es un orden total, C' tiene un méaximo .
Ademas, como C' es cofinal en X, para todo x € X existe ¢ € C tal que z < ¢ < (.
Es decir, ¢ es maximo de X lo cual no puede ocurrir.

En gran parte de la tesis utilizaremos la cofinalidad en ordinales y debido a la
discusion anterior es facil observar que el Gnico caso interesante es cuando calculamos
la cofinalidad a un ordinal limite.

Proposicion 2.2.1. La cofinalidad de un ordinal limite o es el minimo ordinal tal
que existe una sucesion creciente {og 1 & < cf(a)} C a tal que o = Ug_ g Q-

Demostracion. Primero veamos que tal minimo existe y que es menor o igual a cf(«).
Sean K = cf(a) y C C « cofinal en a de cardinalidad k. Construiremos por

recursion transfinita una sucesion creciente {f¢ : § < s} C C tal que o = ., B¢

apoyandonos de una enumeracion inyectiva de C', digamos {ag : £ < k}.

» Si&=0,sea fy =min(C\ o). Existe, pues C es cofinal, es decir, existe z € C'
tal que ag < .

» Si¢ =n+1y yatenemos construido a 8, < «, como « es limite, 3,+1, o, +1 < .
Ademaés, como C es cofinal en o, C'\ (8, + 1 U o, + 1) # &. De esta manera,
podemos considerar f,11 = min(C'\ (8, +1U o, + 1)).

2Qmitiremos el uso del simbolo de relacién antes de la palabra, cofinal cuando no haya ambigiiedad.
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» Finalmente, supongamos que ¢ < k es un ordinal limite y ya tenemos construido
a (s para todo § < £. Veamos que [Js_ (85 U as) < a. Si Us(85 U as) = a,
entonces {fs U a; : § < £} seria un conjunto cofinal en «. De manera que, por
definicion,

< {BUas: 0 <&} <[ <& <r,
lo cual no puede ocurrir. Ademds, como C' es cofinal, C'\ Us_(8s U a;) # 9.
Asf, podemos considerar ¢ = min(C' \ U;_. (85 U as)).

Por construccion, {f : € <k} C Cysi <6, fe < fs. Veamos que {f¢ : £ < K}
es cofinal en a. Sea x € a. Entonces, como C' es cofinal, existe n < x tal que z < a,.
Pero oy, < 3,,11. De esta manera, x < 3,41.

Asi, por el Principio del Minimo Ordinal, podemos considerar ¥ el minimo ordinal
que cumple la propiedad de la proposicion. Por lo anterior, ¢ < k. Para ver que k < v,
sabemos que existe una sucesion creciente {ag : £ < U} C « tal que v = (J, 5 ae. Asi,
{ae 1 £ < 9} es un conjunto cofinal en a. Por definicion, cf(a) < || < 9. Por lo tanto,

¥ = cf(a). O

Ahora, si oy & = {a¢ : £ < cf(r)} son como en la proposicién anterior, entonces
ot(«/) = cf(a) y de hecho esta es otra forma de definir la cofinalidad de ordinales
limite. Es decir, si « es un ordinal limite, cf(«) es el minimo de los tipos de orden de
subconjuntos cofinales en él.

Clasificamos a los ordinales como aquellos que cumplen cf(«) = |a| = «, llamados
regulares (cardinales), y como aquellos que cumplen cf(«) < «, llamados singulares.
Es claro que cf(cf(a)) = cf(a), por lo que cf(a) es un cardinal regular. La siguiente
proposicion nos sera de utilidad.

Proposicion 2.2.2. La cofinalidad de un cardinal infinito k es el minimo cardinal &
tal que existe una sucesion de conjuntos {A; :i < d}, donde para todo i < 0 se tiene
que |A;| <k y k=5 A

Demostracion. Sea {ag : £ < cf(k)} una sucesion de ordinales menores a  tal que
K= U£<Cf(ﬁ) ag. Para cada i < cf(k) consideremos A; = ;. De esta manera,

|Ai| = |ay| <<k y K= U A;.

i<cf(k)

Asi, podemos considerar ¢ como el minimo del que habla la proposiciéon. En conse-
cuencia 0 < cf(k).

Veamos que cf(x) < §. Supongamos que x = (J,_; A;, donde para cada i < 4,
|A;| < k. Si k < |0], entonces cf(k) < k < [0] < § y el resultado se sigue. Por otro
lado, si || < k, tenemos lo siguiente

o= Il = | Al < ST 1Ad =161 sup A4 <165 = 5.
i<|d| i<|d| i<d
Luego [§] - sup;s|Ail = £, y como [d] < &, sup,5 |Ail = k. Asi, el conjunto
B = {]A;| : i < |d|} C k es cofinal en k. Luego, cf(rk) < |B| < |d§] < 4. Por lo tanto,
cf(k) = 0. O
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Notemos que, en general, la proposiciéon anterior no es cierta cuando s no es un
cardinal. Por ejemplo, si k = w; + w, |k| = w; y cf(k) = w. Sin embargo, no podemos
ver a k como uniéon numerable de conjuntos de tamano menor a w; pues, en ese caso, K
serfa numerable. Nos permitiremos usar de manera libre cualquiera de las equivalencias
de cofinalidad ya mencionadas.

El siguiente lema es un resultado de combinatoria que nos sera de gran utilidad a
lo largo de la tesis.

Lema 2.2.3 (principio de casillas). Sean k un cardinal infinito, B un conjunto tal
que |B| < cf(k) y f: k — B. Entonces, existe x € B tal que |f~[{z}]| = &.

Demostracion. Procedamos por contrapuesta, es decir, supongamos que para todo

z € B, [f7'[{z}]| < k. Notemos que U,cp ['[{#}] = [ {U,eplz}] = f71[B] = &
De esta manera, por definicion de cofinalidad, cf(x) < |B]. ]

Si tomamos k, B y f como en el lema [2.2.3] tenemos que existe x € B tal que
|/ {z}]| = K, es decir, existe A C k tal que |A| = k 'y f |4 es constante, a saber,

A= fTH{a}].

2.3. Conjuntos estacionarios

Repasaremos brevemente la teoria de clubs y conjuntos estacionarios de un cardinal
regular no numerable. Si X es un conjunto de ordinales y o > 0 es un ordinal limite,
entonces « es un punto limite de X si [J(X Na) = a. Esto coincide con la nocién de
punto de acumulacion con la topologia inducida por el orden y por lo tanto, podemos
definir lo siguiente.

Definicion 2.3.1. Sean k un cardinal regular no numerable. Decimos que un subcon-
Jjunto de Kk es cerrado si contiene a todos sus puntos limite, es un club si es cerrado
y no acotado y es estacionario si interseca a todo club de k.

La palabra club viene del acréonimo de cerrado y no acotado en inglés: closed and
unbounded. Debera ser claro que un subconjunto no acotado C' C k es cerrado si y
solo si para toda sucesion creciente {ag : & < v} con v < k se tiene que Ug <y Qe € C.
Por ejemplo, k es un club en k y para cualquier ordinal o < k, el segmento final
[, k) = {{ < k:a <&} también es un club en k.

Con esto en mente, es facil ver que si x es un cardinal regular no numerable y .S es
estacionario en k, entonces |S| = k. En efecto, si |S| < k, como k es regular, existe
a < k tal que S C «. En consecuencia, S N[a+ 1,k) = @. Pero [a + 1, k) es un club
en . Por lo tanto, |S| = k.

Ademas, notemos que si C, D C k son clubs en x, C' N D es un club en k. Para ver
que C'N D es cerrado consideremos « un punto limite de C'N D. Entonces,

aQU(CﬂDﬂa)QU(Cﬂa)Qa, (2.1)

donde la ultima contencion se debe a la transitividad de a. De esta forma, o es un
punto limite de C'y, de manera analoga, o es un punto limite de D, es decir, « € CND.
Por lo tanto, C'N D es cerrado.
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Ahora, para demostrar que C'N D es no acotado, sea a < k. Como C'y D son no
acotados en k, existen a; € C'y ap € D tales que a < a3 < as. Con este razonamiento
podemos construir, con recursiéon hasta w, una sucesion creciente tal que ag = a' 'y
para todo n € w impar, «, € C, y para todo n € w\ {0} par, a;, € D. Claramente
U, impar On € €' pues C es un club y por la misma razon, U, par Pn € D. Asi,

s=Us.= U 8= U B

new n es impar n es par

es testigo de que C'N D es no acotado. Por lo tanto, C'N D es club. Este resultado se
generaliza de la siguiente manera.

Proposicion 2.3.2. Si k un cardinal reqular no numerable, entonces la interseccion
de menos de k clubs en Kk es un club en k.

Demostracion. Por induccion transfinita sobre v < x demostraremos que si tenemos
(Cy : a < 7y) una sucesion de clubs en &, entonces ﬂa@ Cyesuncluben k. Siy=1
el resultado es trivial. De igual manera, si v es sucesor, el resultado recae en el hecho
de que la interseccion de dos clubs en k es club en k.

Ahora, si v es limite, supongamos que el resultado se cumple para todo a < 7.
Notemos que si para cada { < « consideramos D¢ = (5., Cs, entonces (Dg : § <)
es una sucesion decreciente de clubs tal que [, -0y = ﬂf < D¢. De esta manera,
podemos suponer que para cualesquiera 5 < a < 7, C, es cerrado y C, C Cp. Sea
C' = Naey Ca- Al igual que hicimos en (2.1)), podemos demostrar que C' es cerrado.

Para ver que C' es no acotado, consideremos a < k. Por recursiéon transfinita
podemos construir una sucesion creciente (¢ : £ < ) de elementos de Cg, respectiva-
mente, de la siguiente manera. Si & = 0, consideremos [y € Cj tal que a < Sy, existe
pues Cj es no acotado. Ahora, si 0 < £ < 7, supongamos que ya tenemos construido
a B, con v < §. Claramente J, . 8, < K, pues § < v < £ = cf(k). Consideremos
Be € C¢ tal que B¢ > UK£ By. Existe pues C¢ es club en k. Como v < kK y Kk es
regular, § = U,,<§ B, < k. Finalmente, por construcciéon y como para cada n <, C,
es cerrado, es claro que 8 = Un§§<v Be € Cy. De esta manera, 8 € C,,. Por lo tanto, C
es un club en k. O]

Dada una sucesion (X, : @ < k) de subconjuntos de &, la interseccion diagonal
de los X, es ANqewXo = {E <k : & €[, Xao} El siguiente resultado relaciona la
interseccion diagonal con los clubs.

a<é

Lema 2.3.3. Si k un cardinal regular no numerable, entonces, la interseccion diagonal
de una sucesion de longitud k de clubs en Kk es un club en k.

Demostracion. Sea (C, : a < k) una sucesion de clubs en x. Es claro de la definicion
que NqeCo = Dok ﬂé <o Ce. Asi, como en la demostracion de la proposicion anterior,
podemos suponer que para cualesquiera a < 3 < v, Cg C C,. Sea C' = Ay, C,.

Para ver que C es cerrado tomemos « un punto limite de C' y veamos que a € C'
o, de manera equivalente, que para todo £ < a, a € Ck.
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Consideremos £ < ay X ={x € C : £ <x < a}. Es claro que a = |J X pues X
es un segmento final de o N C.

Ademas, X C C¢. En efecto, si x € X, entonces para todo § < z, x € Cs. En
particular, € C¢. Luego, como C¢ es cerrado, o = |JX € C¢. Por lo tanto, C es
cerrado.

Para ver que es no acotado, sea o < k y construyamos una sucesion (5, : n < w)
como sigue. Si n = 0, tomemos [y € Cy tal que By > a. Existe, pues Cy es club en k.
Luego, elegimos /3,11 € Cg, tal que 8, < B,11. Veamos que = J, ., Bn € C, es decir,
que para todo £ < 3, B € C¢. Sea & < . Entonces, existe n € w tal que § < 3,. Por
nuestra suposicion, para todo k > n, 8, € Cg, y como es un club, 8 € Cg,. Ademas,
Cps, C C¢, es decir, 8 € C¢. Por lo tanto, C' es un club en k. O

Usando el resultado anterior podemos demostrar el siguiente lema.

Lema 2.3.4. Sean k > w un cardinal reqular y f: k — k. Entonces D es club en k,
donde

D ={B < k:Va<B(f(a) <pB)}.

Demostracion. Para cada a < k, sea C, = [f(«), k). De esta manera, D = A,,C,.
Como cada C, es un club en k, por el lema anterior tenemos que D es un club en
K. O

Si D y k son como en el lema anterior, de manera trivial 0 € D pero normalmente
estaremos interesados en los elementos que no son 0. Por ejemplo, si f(a) = a + 1,
D\ 1 es el conjunto de los ordinales limite menores a &, es decir, el conjunto de los
ordinales limites menores a « es un club en x.

Ahora, presentamos el siguiente resultado que lleva el nombre del matematico Géza
Fodor. Este serd de gran importancia en nuestro desarrollo ya que es una herramienta
combinatoria muy poderosa. Para enunciarlo, recordemos que una funcién en los
ordinales es regresiva en un conjunto S si para todo a € S\ {0}, f(«a) < a.

Lema 2.3.5 (Fodor, pressing down lemma). Sea r un cardinal reqular no numerable.
St f es una funcion regresiva en un conjunto estacionario S C Kk, entonces hay un
T C S estacionario y un v < Kk tal que para todo a € T, f(a) = 7.

Demostracion. Supongamos que para todo v < el conjunto S, = f~ {7y} NS no es
estacionario. Entonces, para todo v < s existe un club C, tal que S, NC, = &. Sea
C =A,..C,. Por el lema C es un club en . Entonces, SN C # &, por lo que,
sia € SNC, para todo v < «, f(a) # 7, es decir, f(a) > « lo cual contradice que f
es regresiva en S. m

Recordemos que si A es un conjunto no numerable, A forma un A-sistema si existe
un conjunto r tal que para cualesquiera a,b € A conjuntos, se tiene que aNb =r.

Lema 2.3.6. Sean k y A cardinales requlares tales que A < k y A es infinito. Entonces,
Ef ={v <k :v eslimite y cf(y) = A}

es estacionario en K.
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Demostracion. Sea C' C k un club. Para ver que Ef N C # &, construyamos una
sucesion creciente {f¢ : £ < A} C C.

» Si¢ =0, fy =min(C), existe pues C es no vacio.
» Si{=n+1,sea f,11 € CN|[B,+1,k), existe pues C es no acotado.

» Si £ es un ordinal limite, consideremos ¢ = U5<£ Bs. Como C' es club, e € C.

Consideremos v = U§<A Be y veamos que v € EY N C. Es claro que v € C pues
es un club. Ahora, para ver que 7 € S, es claro que v es un ordinal limite. Resta
ver que cf(y) = A. Por definicion, {f¢ : £ < A} es cofinal en ~, por lo que cf(y) < A.
Supongamos, para llegar a una contradiccion, que cf(y) < A. Entonces, existe A C =
cofinal tal que |A| < A. Consideremos f: A — X\ dada por

fla) =min{{ < A:a < Peiq}

Veamos que f[A] es cofinal en A. Sea o € A\. Como A es cofinal en vy o1 < 7,
existe a € A tal que Boq1 < a. Asi, f(a) > a+1 > o. Ademas, |f[A]] < |A] < A lo
cual no puede ocurrir pues A es regular. Esto demuestra que A < cf(y). Por lo tanto,
veEYNC. O

Lema 2.3.7 (del A-sistema). Sean k y A cardinales requlares tales que \ < k y para
todo ¥ < K, |0} < K, y A un conjunto de cardinalidad r tal que para todo A € A,
|A| < X. Entonces, existe B C A de tamano  que forma un A-sistema.

Demostracion. Como |A| = k, podemos enumerar de manera inyectiva a 4 como
{A. : @ < k}. Dado que |JA tiene cardinalidad menor o igual a k, sin perder la
generalidad, podemos suponer que para todo a < k, A, C K.

Sea S = E¥. Por el lema anterior, S es estacionario en x. Notemos que para todo
ae S, UlanA,) < apues |4, < A = cf(a) < a. Mas atn, para todo o« € S
U(aen A,) + 1 < « pues « es limite. Entonces, tenemos una funciéon que a cada «
en S le asigna |J(aN A,) + 1, y, por lo anterior, dicha funcion es regresiva. Asi, por
el lema de Fodor, [2.3.5] existen 7" C S estacionario en k y v < k tal que para todo
acT, JlanA,) +1=wv. Esto quiere decir que aN A, C v.

Consideremos D = {8 < k : Vo < B(|J An < B8)}. Por el lema[2.3.4] D es un club
en k. Notemos ademas que si f € D y a < 3, entonces A, C 3.

De esta manera, sia, 3 € TN Dy o < 3, entonces A, N Az C N Az Cv.

Como |[v<*| < k y TN D es estacionario, tiene cardinalidad igual a ». Luego, existe
W C TN D de tamano k tal que para todo a € W, A, Nv es el mismo conjunto. Por
lo tanto, B = {A, : o € W} C A tiene tamano x y forma un A-sistema. O

2.4. Teoria de Modelos

El lector podra consultar [4] para familiarizarse con los conceptos elementales de
la teoria de modelos. Siguiendo la notacién estandar de la literatura, se denotara a las
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estructuras con letras goticas (2, B, ...), y a sus dominios con sus letras romanas
homonimas (A, B, ...). Denotaremos al lenguaje de la teoria de conjuntos por L,
y para una formula ¢ de Le, ™ denota la relativizacion de sus cuantificadores a
la clase M. De manera més general, si 2 es una estructura, ¢™ es la interpretacién
de ¢ en 2, esto se define por recursion sobre la formacion de féormulas. La notacion
o(v1,...,v,) indica que las variables libres de la formula ¢ estén entre vy, ..., v,.

Finalmente, A = ¢(x1,. .., z,) indica que ¢ se satisface en 2 con la asignacion de
variables v; por x; en el dominio de 2[. Con frecuencia trabajaremos con Lc-estructuras
de la forma (M, €[y); por simplicidad, denotaremos a estas estructuras por (M, €) o
simplemente como M cuando el contexto sea claro. Cuando M es una clase propia,
la relacion global = no es formalizable en ZFC. Para manejar esto, recordemos la
jerarquia de Lévy: Ag(= Xy = Ily) son las formulas con cuantificadores acotados y
recursivamente Y,,1 son formulas de la forma Jv; ... vy, donde ¢ es una féormula
IT,, y II,,.1 son de la forma Vv, ... Vu,p, donde ¢ es una férmula ¥3,,.

Se puede verificar que las formulas Yy son absolutas para clases transitivas, es

decir, si p(vy,...,v,) es una formula 3y, M es una clase transitiva y xy,...,x, € M,
entonces oM (zy,...,z,) si y solo si V | ¢(z1,...,2,) (a menudo solo escribiremos
o(x1,...,x,)). A partir de esto, para cadan € wy M clase transitiva, podemos definir

dentro de ZF la relacion de satisfaccion para M restringida a formulas ¥, denotada
por ;. El lector interesado podra ver los detalles en [5].

Definicion 2.4.1. Sean L un tipo, A y B L-estructuras y f: A — B. Decimos que f
es un homomorfismo entre A y ‘B si

1. para cada simbolo constante ¢ de L, f(c*) = c®,

2. para cualesquieran € w\{0}, R un simbolo relacional de L de aridadn ya € A"
tal que @ € R®, entonces f(a) € R%

3. para cada n € w\ {0}, F un simbolo funcional de L de aridad n ya € A",
f(F¥ (@) = FP(f(@)).

Un endomorfismo es un homomorfismo entre la misma estructura.

Definicion 2.4.2. Sean L un tipo, A y B L-estructuras y f: A — B. Decimos que f
es un encage entre A y B st f es un homomorfismo inyectivo tal que para cualesquiera

n € w\ {0}, R un simbolo relacional de L de aridadn ya € A", a € R* si y solo si
f(a) € R®.

Si hay un encaje f entre 2 y 8B, diremos que 2 se puede encajar en B bajo f y
lo denotamos por 2 <y B. Si no hay ambigiiedad, omitiremos la leyenda «bajo f» y
el subindice f en <.

Definicion 2.4.3. Sean L un tipo, A y B L-estructuras y f: A — B. Decimos que f
es un tsomorfismo entre A y B si f es un encaje sobreyectivo.

Un automorfismo es un isomorfismo entre la misma estructura.

3Si @ = (ag,...,an—1) es una n-ada, f(@) es una abreviatura para (f(ag),- .., f(an—1))-
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Definiciéon 2.4.4. Sean L un tipo y A y B L-estructuras. Decimos que 2 es una
subestructura de B, denotado por A C B, si A C B y la funcion inclusion v: A — B
es un encaje entre A y B.

Es claro que la definiciéon anterior es equivalente a que para toda constante ¢ de
L se tiene que ¢® = ¢®, para cualesquiera n € w \ {0} y R un simbolo relacional de
aridad n de L, entonces R* = R® N A" y para cualesquiera n € w{0} y F un simbolo
funcional de aridad n de L, entonces F* = F'® | 4.

Definicion 2.4.5. Sean A y B L-estructuras. Una funcion j: A — B es un encaje
elemental, denotado por j: A < B, si para cualquier L-formula o(z1,...,2,) y
cualesquiera ay, . ..,a, € A, A = p(ag,...,a,) siy solo si B = (j(ag),...,j(an)).

Bajo la notaciéon de la definicion anterior, podemos ver que todo encaje elemental
es inyectivo pues si a1, as € A son tales que 21 |= a; # ao, entonces B |= j(ay) # j(az).
Si j es la inclusion, diremos que 2 es una subestructura elemental de B, denotado
por 2 < ‘B.

Nuevamente, cuando estemos trabajando con estructuras cuyo dominio sea una
clase propia, nos encontraremos con la sutileza de la no definibilidad de la verdad en
ZFC. En la practica, trabajaremos con modelos internos de ZFC (una estructuras
de ZFC que son transitivas y contienen a todos los ordinales). En lo que sigue, cuando
nos refiramos a un modelo interno, siempre nos estaremos refiriendo a un modelo
interno de ZFC y, en este caso, se puede dar una formalizacién satisfactoria.

Definicion 2.4.6. Sean My y M, modelos internos y j: My — My un funcional.
Decimos que j es un X,-encaje elemental, denotado por j: My <, My, si para
cualquier formula ¢ que sea ¥, y cualesquiera xy, . ..x, € My, My = p(x1,...,2,) Si
y solo si My = o(j(x1),...,j(x,)). Sij es la inclusion, entonces decimos que My es
una X,-subestructura elemental de My y lo denotamos por My <,, M.

El lector notara que, en la definicién anterior, se uso6 el hecho de que la relacion de
satisfacibilidad se puede definir dentro de ZFC para féormulas ¥,, en clases transitivas.
Se puede demostrar que si j: My < M;, entonces j es un X, encaje elemental. Por lo
que, para modelos internos, los X;-encajes elementales nos proveen de una formalizacion
adecuada en ZFC. En consecuencia, de ahora en adelante un encaje elemental entre
modelos internos significa un »;-encaje elemental y, para evitar trivialidades, todos
nuestros encajes elementales no son la inclusién en sus dominios.

Bajo este contexto podemos demostrar que si j: My < M; y « es un ordinal, j(«)
es un ordinal y j(a) > . En efecto, como ser ordinal es una formula Ay, j(«) es un
ordinal. Ahora, para ver que j(a) > « podemos proceder por induccion. Si o = 0,
claramente 0 < j(0). Dado que a4+ 1 es el minimo ordinal mayor a «, entonces j(a+1)
es el minimo ordinal mayor a j(«), es decir, j(a + 1) = j(a) + 1. De la misma forma,
usando la hipotesis de induccion, si « es limite, j(«) > «. Aunado a esto, como j no
es la inclusion, se puede demostrar que si My C M; o My = AC, entonces hay un
ordinal 0 tal que 0 < j(J). En este caso, diremos que § es movido por j. El minimo
ordinal movido por j es el punto critico de j y lo denotamos por crit(j).
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Ahora brindamos una justificacién de la existencia de modelos transitivos numera-
bles de ZFC. Recordemos que si r es una relacion no reflexiva sobre un conjunto X,
entonces es bien fundada si todo Y C X no vacio tiene un elemento r-minimal, es
decir, existe = € Y tal que para todoy € Y, (y,z) ¢ r.

Teorema 2.4.7 (Mostowski, 1949). Supongamos que M es una estructura (cuyo
universo puede ser una clase propia) con r una relacion binaria sobre M tal que

1. r es bien fundada,

2. (M,r) es extensional, es decir, dados a,b € M, si para todo x € M, (x,a) € r
si y solo si (x,b) € r, entonces a=>b, y

3. r es limitada por la izquierda, es decir, para todo a € M, {x : (x,a) € r} es
un conjunto.

Entonces, eziste un unico isomorfismo w: (M,r,...) — (M,€ ...), donde M es
transitiva.

Teorema 2.4.8 (Lowenheim-Skolem). Sean L un lenguaje de tamarnio p, M una
estructura infinita de L, A C M y X un cardinal tal que max{p, N, |A|} < X < |M].
Entonces, existe una estructura N tal que N < M, AC N y |N| = A.

Con el colapso de Mostowski y el teorema de Lowenheim—Skolem, es posible
conseguir un modelo transitivo y numerable de ZFC.

Por tltimo, recordaremos de manera breve la construcciéon de ultraproductos y
ultrapotencias del universo. Sean U un ultrafiltro sobre un conjunto S y para cada
i€ S, M = (M;,€,...) una estructura. Dadas f,g € [[,.q M;, definimos la relacion

f=vg siysolosi {ieS:f(i)=g()}eU.

Es facil notar que =y es una relacion de equivalencia. Denotamos por [f]}; a
las clases de equivalencia de [[,.¢ M;/{=v}. El ultraproducto [[,.¢ /U es la
estructura cuyo dominio es [[,. M;/{=v} v la intepretacion esta dada coordenada a
coordenada modulo U. Por ejemplo, si Fy es un simbolo de una relaciéon binaria tal
que Ey = {€}, entonces

[fluEvlgly siysolosi {ieS: f(i)eg(i)} eU.

Cuando todas las 9; son la misma 90, escribimos “9/U y se le llama ultrapo-
tencia. La proposiciéon bésica de esta teoria es el teorema de Los, que describe la
equivalencia de la verdad a través de ultraproductos.

Teorema 2.4.9 (Los, 1955). Sean S un conjunto no vacio, U un ultrafiltro sobre S y
para cada i € S, M; = (M;, €,...) una estructura. Dadas una formula p(z1,. .., x,)

Y fio o Jn € [licg Mi se tiene que
HieS Snti/U ): 90([f1]bv Ty [fn}/U) siy solo st {Z €S M, ): Sp(f1<i)a .- ,fn(l))} eU.
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Demostracion. Se procede por induccion sobre la formacion de formulas (ver [4]). O

Cuando nuestras estructuras son el universo V', las clases de equivalencia del
ultraproducto son una clase propia. Para evitarlo, podemos utilizar el truco de Scott
y considerar

[f1Y,={g91g: S—V ypara todo h € [f]};, rank(g) < rank(h)}.

Asi, [f]? es un conjunto y entonces el dominio de la ultrapotencia se puede
formular como la clase SV/U = {[f]% | f: S — V} con la relacion [f]% Ey [g)% si
y solosi {i € S: f(i) € g(i)} € U. Denotamos a la ultrapotencia del universo
por Ult(V,U) = (°V/U, Ey). Finalmente, es facil notar, con ayuda del teorema de
Los, que jy: V — Ule(V,U) dado por j(a) = [f.]% es un encaje elemental, donde
fa: S — V es tal que para todo i € S, f(i) = a. El encaje jy es el encaje canénico
de V en Ult(V,U).

Ahora, recordemos que para un cardinal A, un ultrafiltro U es A-completo si
para cualesquiera 0 < Ay {X, : o < 6} C U se tiene que [),_5 Xo € U. De manera
equivalente, tenemos el siguiente lema.

Lema 2.4.10. Un ultrafiltro U sobre A es A-completo si y solo st para todo v < \ st
U{Ya : o < v} € U entonces existe o« < 7y tal que Y, € U.

Demostracion. Supongamos que U es un ultrafiltro A-completo y sean v < Ay
U{Ya : @ < v} € U. Si para todo a < v, Y, ¢ U, entonces A\ Y, € U por lo que
AN (U{Ya:a< A}) ={A\Ya:a< A} €U lo cual es una contradiccion.

Ahora, sean 0 < Ay {X,:a <0} CU. Si(),.5sXa ¢ U, entonces

UM Xera<d =M\ [ Xo:a<d}el

Asi, por hipotesis existe a < § tal que A\ X, € U lo cual no puede ocurrir. O]

Los ultrafiltros N;-completos tienen gran relevancia para las ultrapotencias del
universo.

Proposicion 2.4.11. Si U es un ultrafiltro X;-completo, Ey es bien fundada.

Demostracion. Supongamos que Ey no es bien fundada. Entonces, existe una sucesion
Ey-decreciente {[f,]% : n € w}. Paracadan € wsea X, = {x € S: f,11(x) € fu(x)}.
Asi, X;, € U y como U es R;-completo, X =, X» € U. En particular, podemos
tomar z € X y, de esta manera, tenemos una sucesion €-decreciente {f,(x) : n € w},
lo cual no puede ocurrir. O

Ademés, Fy es limitada por la izquierda. En efecto, si [f]), € Ult(V,U) y
[9]% Ev [f]% podemos definir g;: S — V como

0 en otro caso.

(z) = {gm si g(x) € f(2),
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De esta manera, como [g]); Ey [f]Y, g1 € [9]). Es claro que rank(g;) < rank(f).
Entonces, por definicion de [g]}; (sus elementos son de rango minimo), tenemos que
rank([g]%;) = rank(g;) + 1 por lo que rank([g]?) < rank(f) + 1. De esta manera,
{191% = 19)% Eu [f1%} € Viank(r)+2, por lo que Ey es limitada por la izquierda. Asi, por
el lema [2.4.7] existe una clase transitiva My y un isomorfismo

Ty - Ult(‘/, U) — <MU7EU>-

Por el teorema de f.os, teorema My es un modelo interno de ZFC. Para
ahorrar notacion, [f]y = my([f]%). Finalmente, notemos que j: V — My dado por
J = mo jy es un encaje elemental, donde jy es el encaje canénico de V' en Ult(V, U).

Para cerrar esta seccion, fijamos la notacion estandar
H(r) = {z : | TC()] < r},

donde TC(x) denota la cerradura transitiva de z (el minimo conjunto transitivo
que contiene a ).

Cuando & es un cardinal regular mayor o igual a Xy, H (k) con la relaciéon € es modelo
de un fragmento suficientemente grande de ZFC. Por ejemplo, por definicion, @ € H (k).
Ademés, como H (k) es transitivo (pues si z € H(k) y y € x, entonces TC(y) C TC(x)
asi que y € H(k)), tenemos que son modelo de los axiomas de extensionalidad y buena
fundacion. Los axiomas de par y unién se verifican rutinariamente y como k > R,
w € H(k). Lo que puede fallar es en el axioma de potencia pues si x € H(k), P(x)
podria tener tamafio mayor o igual a k y, en consecuencia, no pertenecer a H(x). Los
siguientes resultados los utilizaremos méas adelante.

Corolario 2.4.12. Si k es un cardinal infinito y v € H(k), hay M < H(k) numerable
tal que v € M.

Demostracion. Sea A = {x}. Asi, por el teorema de Léwenheim-Skolem [2.4.8] existe
M < H(k) tal que AC M y |[M|=N,. O

Lema 2.4.13. Si k es un cardinal regular no numerable, N < H(k) y A€ N es alo
mds numerable, entonces A C N.

Demostracion. Como A € H(k) y es a lo mas numerable, existe f: w — A una funciéon
sobreyectiva. Como k es regular y no numerable, f € H(k). Por elementaridad, existe
g € N tal que g: w — A es sobreyectiva. Luego por elementaridad, H(x) modela que
g: w — A es una funcion sobreyectiva. Asisia € A, existe n € w tal que g(n) = a pero
como w C N, entonces existe n € N tal que g(n) =ay como g € N, a =g(n) € N.
Por lo tanto, A C N. m

2.5. Forcing

Repasaremos de forma breve el método de forcing introducido por Paul Cohen en
1963. Si bien la idea original es de Cohen, su desarrollo sistematico y generalizacion se
deben a Robert Solovay y Dana Scott a lo largo de la década de 1960.
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Un forcing es un preorden (P, <p, 1p), donde 1p es un elemento <p-méaximo de P.
Llamaremos condiciones a los elementos de IP. Dadas dos condiciones p y ¢, diremos
que ¢ es una extension de p si ¢ <p p, p y ¢ son incomparables sip £p ¢y ¢ £p p, p
es compatible con ¢, denotado por p || g, si existe una condicién que es una extension
comin, y p es incompatible con ¢, denotado por p L ¢, si p no es compatible con q.

Definicion 2.5.1. St P es un forcing y D C P, decimos que D es
1. predenso bajo p si para todo q <p p existe r € D compatible con q, y

2. denso bajo p si para todo q € P tal que q <p p, existe r € D que es una
extension de q.

St D es predenso o denso bajo 1p, diremos que es predenso o denso, respectiva-
mente.

Una cadena en un forcing es un subconjunto en donde la relacién se comporta
como orden total. Usaremos con frecuencia el concepto de anticadena. Dados un
forcing Py A C P, diremos que A es una anticadena si todos sus elementos son
incompatibles. Si, ademas, A es maximal con respecto a la contencién, la llamaremos
anticadena maximal. Clasificamos a los forcings dependiendo la cardinalidad de
sus cadenas y anticadenas. Dados un cardinal x y un forcing P, decimos que P tiene
la k-CC si toda anticadena en P tiene tamano menor a k. A los forcings que son
w1-CC los llamamos solo CCC vy si toda sucesion <-decreciente de tamano menor que
k tiene cota inferior, diremos que P es k-cerrado. Los forcings que son w;-cerrados
los llamaremos o-cerrados.

Definicion 2.5.2. Sean M wuna clase y P € M un forcing. Decimos que un filtro
G C P es P-genérico sobre M si para todo D C P denso tal que D € M, se tiene que
DNG# 9.

El siguiente lema sera util mas adelante.

Lema 2.5.3. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P € M un forcing,
E CP tal que E € M y G un filtro P-genérico sobre M. Entonces,

1. GNE # @ o existe ¢ € G que es incompatible con todo elemento de E vy,
2. sipe Gy E es denso bajo p, entonces GNE # &.

Demostracion. 1. Consideremos

» El={peP:3Ire E(p<r)},
= Bt={qeP:VreE(r Lqg)}y
= D=F | UEL



2.5. FORCING 19

Veamos que D es denso. Sea p € P. Si p € D, p es testigo de la densidad de D.
Por otro lado, si p ¢ D, en particular, p ¢ E+. Asi, existe 7 € F tal que r es
compatible con p. Es decir, existe s € P tal que s < p y s < r. Por definicién,
s € ' |C D. En consecuencia, D es denso.

Como G es un filtro P-genérico, podemos tomar ¢ € G N D. Asi, existe ¢ € G
tal que para todo r € E, r es incompatible con ¢ o existe r € E tal que g < r,
en cuyo caso r € G por ser filtro, es decir, r € GN E.

Por lo tanto, G N E # & o existe ¢ € G que es incompatible con todo elemento
de F.

2. Supongamos, para llegar a una contradiccion, que G N F = &. Entonces, por el
inciso anterior, existe ¢ € G que es incompatible con todo elemento de E. Como
p € G existe £ € G extension comin de ¢ y p. Ademas, E es denso bajo p por lo
que existe r € E compatible con £. Asi, r < ¢ lo cual no puede suceder por la
eleccion de gq. O

Un P-nombre es un conjunto de pares ordenados cuyo dominio es un conjunto
de P-nombres y su imagen esta contenida en P. Denotaremos por V¥ a la clase de
todos los P-nombres. Ademas, si M es un conjunto y P € M, escribimos M para
los P-nombres que pertenecen a M. Dado un filtro G C P, definimos la valuacion
valg: V¥ — V dado por

valg(7) = {valg(o) : 3p € G({o,p) € T}.

Esto esta bien definido por el teorema de recursion para relacionales bien fundados.
Véase, por ejemplo, [3] para profundizar més en esto.

Definicion 2.5.4. Sean M un conjunto y P € M un forcing. St G CP y G es un
filtro P-genérico sobre M, definimos a la extension genérica de M como

M[G) = {valg(r) : T € M*}.

Entonces los elementos de M¥ “nombran” a conjuntos creados en la extensién
genérica al forzar con P. Ademas, contamos con una representacién canédnica de
cualquier elemento de M. Definimos el nombre canénico de = como & = {(g, 1p) : y €
x}. Claramente este concepto es absoluto para modelos transitivos de ZFC de manera
que si x € M, & € M. Como ejemplos: 0 = 0, 1 = {{0,1p)}, 2 = {(0, 1), (1, 1p)},
etcétera. Si G C P es un filtro, valg(0) = 0, valg(1) = 1, etcétera. De esta manera,
para cualquier ordinal a € M, valg(&) = o. Més atun, como lo ilustra la siguiente
proposicion, si x € M, val(#) = z. Finalmente, siguiendo la literatura definimos el

nombre canénico del filtro G como ' = {(p, p) : p € P}.

Proposicion 2.5.5. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC, P € M yG C P
un filtro P-genérico sobre M. Entonces se cumple lo siguiente.

1. Para todo x € M, valg(Z) = z, en particular, M C M[G] y valg es inyectiva si
se restringe a los nombres canonicos.
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2. valg|[l'¢] = G y por lo tanto, G € M[G].

3. M[G] es transitivo.
4. Si T es un P-nombre en M, rank(valg(7)) < rank(7)) y
5. Los ordinales de M[G] son los mismos que los de M.

En lo que sigue, abreviaremos modelo transitivo numerable como CTM (del inglés
countable transitive model) y supondremos, salvo mencién en contrario, que el forcing
se hace en un CTM de ZFC que contiene al orden parcial.

En bibliografia es comin expresiones como V[G] (véase, por ejemplo, [5], [6] v [7]).
Esto puede ser confuso, pues V' es una letra que suele reservarse para el universo de
los conjuntos. No obstante, en forcing, nuestro modelo base se puede pensar como un
universo local. De hecho, si M es tal modelo base, desde su punto de vista, él es una
clase propia. En particular, M no puede reconocer su numerabilidad, de lo contrario no
podria ser modelo de ZFC. Bajo esta perspectiva, la notacion V[G] resulta razonable
y nos permitiremos usarla para alinearnos con la notaciéon de la literatura.

Definicién 2.5.6. Sean 7i,...,7, € M¥, ¢ una formula con n variables libres y
p € P. Decimos que p fuerza la formula ¢ instanciada en 14, ...,7,, denotado por
p lkp o(71,...,7) si para todo filtro P-genérico G que cumpla p € G se tiene que
(M[G], €) = ¢(valg(), ..., valg(r,)).

Cuando 1p IFp ¢, escribiremos simplemente IFp ¢ y si no hay ambigiiedad, omitire-
mos el subindice P en el simbolo IF. Como a menudo enunciaremos las formulas en
espanol y no con simbolos, usaremos comillas para aislar el enunciado forzado cuando
la redaccion pueda dar lugar a ambigiiedad. Bajo estas condiciones, recopilamos a
continuacion los principios basicos del forcing que utilizaremos. Una demostracion
se puede encontrar en |3].

Principio de minimalidad. M[G] es el minimo modelo estandar transitivo que
contiene a M, a G y comparten los mismos ordinales.

Lema de verdad. Toda verdad estd forzada, es decir, si 2, 2s,...,2, € MF y
MIG] E ¢(valg(21),. .., valg(%,)), entonces hay p € G tal que p Ik p(2q,...,2,).

Principio de maximalidad. Si p € G, ¢ es una féormula con una variable libre y
p Ik zp(x), entonces existe 7 € MF tal que p IF ¢(5).

Principio de definibilidad. La relacion IF es definible, es decir, si ¢ es una férmula
con n variables libres, hay v una férmula con n + 2 variables libres tal que

plEp(@y,....7,) <= M EYP,p,2,...,7,).
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Por la proposicion , G € M y M tiene a los mismos ordinales que M[G].
Ademas, por definicion, M[G] es la imagen de valg y como el conjunto de nombres en
M es numerable, tenemos que valg: MF — M[G] es una funciéon sobreyectiva, es decir,
M|G] es numerable. De esta manera, el principio de minimalidad nos garantiza que
si NV es un modelo transitivo con los mismos ordinales que M y tiene a GG, entonces
M|G] € N.

Ahora exploremos el principio de maximalidad. Se puede demostrar que p I+ Jzp(z)
si y solo si

{geP:q<py existe y tal que qIF p(y)} (2.2)

es denso bajo p. Mas atn, si X es un P-nombre, se tiene que p I 3z € Xgo(:z:) si y solo
si
{¢eP:q<pyexistey € Dom(X) tal que glFy e X vy oY)} (2.3)

es denso bajo p.

El principio de maximalidad nos asegura que si p |- Jxp(z), entonces podemos
“bajar” el cuantificador existencial al modelo base en el sentido de que existe 17 € M*
tal que p IF ¢(7). Esto mejora pues consigue el nombre desde p. Sin embargo, no
tenemos conocimiento de en donde vive dicho nombre. Por ejemplo, si p I+ dx € X (),
no podemos asegurar que el nombre ¢ que nos da el principio de maximalidad es tal
que y € Dom(X ). Como sugiere , esto lo podemos conseguir debajo de p y, en
general, no desde él mismo.

Definicion 2.5.7. Sean P un forcing, X un P-nombre, M un conjunto y

@1(1'0’:[17 s 7mn1)a o 7(;0/6(1:0"%‘17 ce 7mnk)

formulas. Decimos que X es (M1, . .. ¢r)-cerrado bajo mazrimalidad si para todo
i <k y cualesquiera ay, . . . a,, € MFPypePplr-dr € X gi(x,ay,. .., a4, )», entonces

eziste & € Dom(X) tal que p Ik pi(Z,aq, ..., an,).

La necesidad de que un nombre sea cerrado bajo maximalidad seré clara conforme
avancemos en la teoria por lo que haremos uso de el siguiente lema cuya demostracion
queda fuera de los alcances de la tesis.

Lema 2.5.8. Sean P un forcing, X un P-nombre, M un conjunto y

@1(370’ Ty 7xn1)a s 7Q0k(x0a L1y 7xnk)
Jormulas. Entonces existe un nombre X' que es (M, 1, ..., pr)-cerrado bajo mazima-
lidad tal que I X = X', O

En lo que sigue, cuando digamos que un nombre es cerrado bajo maximalidad nos
estaremos refiriendo a que es cerrado bajo maximalidad respecto de una cantidad finita
de formulas y un conjunto conveniente de parametros. A partir del siguiente capitulo
supondremos, sin perder la generalidad, que todos nuestros nombres para forcings son
cerrados bajo maximalidad. Estas convenciones tienen el inico proposito de aligerar
la exposiciéon y apoyar la fluidez de los argumentos. Cuando estas precisiones sean
necesarias, las haremos explicitas.
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En la practica, uno de los retos del forcing es dar un nombre para un conjunto en
MIG]. Una herramienta fundamental son las anticadenas maximales. Pues, si P € M
es un forcing y ¢ es una férmula, el conjunto D, = {p € P: pl- ¢ o pIF ¢} es denso.
En particular, todo filtro genérico G interseca a D,. De esta forma, ¢ queda decidida
por alguna condiciéon en G. Sin embargo, si tomamos A C D, una anticadena maximal,
entonces G N A tiene solo un elemento, mismo que determina si ¢ es verdadera o no

en M[G].

Definicion 2.5.9. Sean P un forcing y 7 un P-nombre. Un buen nombre para
un subconjunto de T es de la forma |J{{o} X A, : 0 € Dom(7)} donde A, es una
anticadena en P.

Lema 2.5.10. Si M es un modelo transitivo numerable, P € M es un forcing y
o, € MF, entonces hay un buen nombre 7 € MY para un subconjunto de o tal que

lFpspt Co = p=r71»s.

Demostracion. Para cada m € Dom(c) sean Ly = {p € P: plk 7 € u} y A, una
anticadena maximal de L,. Es claro que {A; : 7 € Dom(c)} € M. Consideremos
7= U{{r} x Ar : # € Dom(o)} y G un filtro P-genérico. Demostremos que si
valg(p) C valg(o), entonces valg(p) = valg(7). Sea a € valg(p). Como valg(p) C
valg(0), existe m € Dom(o) tal que a = valg(m). Tenemos dos casos:

Caso 1. Si A, NG # @y p € A NG, entonces (m,p) € Ty p € G, entonces
a = valg(m) € valg(T).

Caso 2. 51 A,NG = @, por el lema[2.5.3] existe ¢ € G que es incompatible con todo
elemento de A,. Ademas, como valg(m) € valg(p) hay un ¢’ € G tal que ¢' I 7 € p.
Consideremos r una extension comuin de g y ¢'. Entonces, A, U {r} es una anticadena
de L, lo cual contradice la maximalidad de A,.

En consecuencia, valg(p) C valg(7). Finalmente si a € valg(7), hay p € G tal
que (m,p) € Ty a = valg(n). Por definicién de 7, p IF 7 € p. Luego, a = valg(n) €
valg(p). O

Intuitivamente, si P es un suborden de Q, es decir, P C Q y <p=<g NP x P,
entonces Q deberia de llevarnos a una extension genérica mds grande que P en el
sentido de que, si H es un filtro Q-genérico, H NP deberia ser un filtro P-genérico
y M[H N'P] € M[H]. Notemos que si p;,p; € P y son incompatibles en P pero
compatibles en Q con ¢ <g p1 y ¢ <g pi1, entonces para todo H filtro Q-genérico que
tenga a ¢, tiene a p; y a po, esto nos dice que H NP no es filtro en P. Esta es una
primera pista de lo que deberiamos pedir para que nuestra intuicién sea verdadera.

Definicion 2.5.11. Sean P y Q forcings. Decimos que una funcion i: P — Q es un
encaje completo si

1. para todo p,q € P si p <p q, i(p) <g i(q),

2. para cualesquiera p,q € P, p y q son incompatibles si y solo si i(p) e i(q) son
incompatibles, y
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3. para todo q € Q existe p € P tal que para todo p' € P tal que p’ <p p, se tiene
que i(p') y q son compatibles en Q. A p le llamamos una reduccion de q en P.

Notemos que en el punto 2 de la definicién anterior, la implicaciéon de derecha a
izquierda se sigue directamente del primer punto. Nuevamente, el concepto anterior
es absoluto para M un CTM de ZFC. Ademas, es claro de la definiciéon que si 7 es
un isomorfismo (considerandolas como estructuras), entonces i es un encaje completo.
Para formalizar nuestra intuiciéon necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.5.12. Sean M un CTM de ZFC, P € M un forcing y G C P. Entonces, G
es un filtro P-genérico sobre M si y solo si

1. para cualesquiera p,q € G hay r € P extension comin de p y q,
2. para todo p € G y para todo g € P siq>p, qe G,y

3. G intersecta a cualquier denso de P que esté en M.

Demostracion. Para la implicaciéon no trivial solo debemos demostrar que dados
p,q € G hay r € G extension comin de ambos. Consideremos

D={reP:r Lqgor L poresextension comin de py ¢}.

Es claro que D es denso en Py D € M. En consecuencia, hay r € GN D y por lo
tanto, r € G es extension comin de p y q. O

Proposicion 2.5.13. Supongamos que 1,P y Q estin en M un CTM de ZFC y que
1: P — Q es un encaje completo. Sea H un filtro Q-genérico sobre M. Entonces,
i~ Y[H] es un filtro P-genérico sobre M y M[i~'[H]|] C M[H].

Demostracion. Para ver que i~ '[H| es P-genérico sobre M, sean p,q € i~ *[H]|. Si son
incompatibles, entonces i(p) es incompatible con i(q) lo cual no puede ocurrir pues
H es un filtro. Por lo tanto, hay r € P extensiéon comun de p y ¢. Por otro lado, si
p € i '[H],y q € Pestal que p <p q entonces i(p) <g i(¢). En consecuencia, i(q) € H,
es decir, ¢ € i"'[H]. Finalmente, si D € M esun denso en Py i '[H|N D = &, se
tiene que H Ni[D] = @. Entonces, hay ¢ € H que es incompatible con todo elemento
de i[D]. Luego, para todo p € D, i(p) es incompatible con ¢. Consideremos p una
reduccion de g en P. Entonces, para todo p’ <p p se tiene que i(p’) y ¢ son compatibles.
Lo cual no puede ocurrir pues si p’ <p p es tal que i(p’) y q son compatibles, como D
es denso hay un d € D extension de p’ tal que i(d) es compatible con g. Por el lema
anterior podemos concluir que i![H] es P-genérico sobre M.

Ahora, como i € M C M[H]y H € M[H]|, i '[H] € M[H]. Como i '[H] es un
filtro P-genérico sobre M, se tiene que M[i~'[H]] es un CTM de ZFC minimo respecto
a la contencion. Asi, M[i~'[H]] C M[H]. O

Notemos que si P y Q son forcings e i: P — Q es un isomorfismo, podemos aplicar
el teorema anterior a 7 y a su inversa para obtener que forcings isomorfos nos llevan a
la misma extension genérica. En ocasiones nos encontramos con forcings que no son
isomorfos en M pero aun asi llevan a la misma extensiéon. En general, decimos que
dos forcings son equivalentes si generan la misma extension genérica.
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Definicion 2.5.14. St M es un CTM de ZFC, dos forcings P,Q € M son equivalentes
st para todo G filtro P-genérico sobre M existe H filtro Q-genérico sobre M tal que
MI[G| = M[H].

Lo siguiente da una forma de determinar cuando dos forcings son equivalentes
debilitando la nocién de ser isomorfo.

Definicién 2.5.15. Sean P y Q forcings e i: P — Q. Decimos que i es un encaje
denso si

1. para cualesquiera py,p2 € P sip1 <p p2, i(p1) <g i(p2),

2. para cualesquiera p1, ps € P st p1 y p2 son incompatibles en P, i(p1) e i(p2) son
incompatibles en Q, y

3. i[P] es denso en Q.

Es claro que todo encaje denso es un encaje completo. Veremos que si hay un
encaje denso entre dos forcings P y Q, entonces son equivalentes. Para esto primero
demostraremos los siguientes lemas.

Lema 2.5.16. Sen M un CTM, P € M un forcing y G1,Gs C P filtros P-genéricos
sobre M tales que G1 C Go. Entonces, G1 = G2E|

Demostracion. Supongamos, para llegar a una contradiccion, que existe p € Gy \ G;.
Como G N {p} = &, por el lema [2.5.3] existe ¢ € GGy incompatible con p. Lo cual
contradice que Gy es un filtro. n

Si Py Q son forcings, i: P — Q y A C P, definimos, para ahorrar notacion,
i[A] = i[A] t={q € Q: 3p € A(i(p) < @)}

Lema 2.5.17. Sean M un CTM de ZFC e i,P,Q € M tales que P y Q son forcings
yi: P — Q un encaje denso. Entonces si G C P es un filtro P-genérico, iG] es un
filtro Q-genérico.

Demostracion. = (7[G] es un filtro). Sean p, ¢ € 7[G]. Entonces, existen q;,q2 € G
tales que i(q1) < py i(ge) < ¢q. Como G es filtro, existe r € G extension comin
de ¢1 v ¢2. Como i es un encaje denso, i(r) < i(p1),i(p2). Es decir, i(r) es
extension comin de p y ¢. Ademas, por definicion, i(r) € i[G].

Ahora veamos que es cerrado para arriba. Sean ¢ € {[G] y r € Q tales que ¢ < 7.
Entonces, existe p € G tal que i(p) < g < r. Por definicién, r € 1[G].

4La genericidad de G no fue usada en la demostraciéon, por lo que este lema es mas general y en
realidad demuestra que todo filtro genérico es maximal con respecto a la contencién. Sin embargo,
nos es més conveniente enuciarlo de esta forma por claridad de los siguientes argumentos.
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= (7[G] es genérico). Finalmente, veamos que 7[G] interseca a todo denso. Sean

D CQdensoy D*={peP:3qe D(i(p) <q)}. Afirmamos que D* es denso
en P. En efecto, si p € P, como D es denso en Q, podemos tomar ¢ € D tal que
q < i(p). Ademas, como i es un encaje denso, i[IP| es denso en Q, es decir, existe
p1 € P tal que i(p1) < q. Asi, i(p1) < i(p) por lo que p; y p son compatibles. Sea
po € P extension comin de p; y p. Entonces i(ps) < i(p1) < ¢. Asi, como ¢q € D,
po € D* y es extension de p.

De esta forma, como G es P-genérico, G N D* # &. Es decir, podemos tomar
p € G tal que existe ¢ € D con i(p) < q. Por definicion, g € i[G] N D. ]

Proposicion 2.5.18. Sean M un CTM de ZFC, i,P,Q € M tales que P y Q son
forcings y i: P — Q es un encaje denso. Tenemos lo siguiente.

1.

Si H C Q es Q-genérico sobre M, entonces i *[H]| es P-genérico sobre M y
H =i[i~'[H]].

Si G C P es P-genérico sobre M, se tiene que G = i~ '[i[G]].

Si HC Q y G CP son filtros P-genéricos, entonces M|G| = M[i[G]] y también
M[H] = M[i~'[H]].

Demostracion. 1. Como 7 es un encaje denso, es un encaje completo. Asi, por la

proposicion , i~'[H] es un filtro P-genérico sobre M. Ademés, por el lema
se tiene que i[i"![H]] es un filtro Q-genérico. Resta ver que H = 7[i~*[H]].
Veamos que i[i'[H]] C H. Si q € i[i '[H]], entonces existe p € i '[H] tal
que i(p) < ¢q. Como i(p) € H y H es filtro, ¢ € H. Asi, por el lema
ili~'[H]] = H.

. Por el lema [2.5.17], 7[G] es un filtro P-genérico. Ademés, como i es un encaje

completo, por el lema [2.5.13] i~![i[G]] es un filtro P-genérico por lo que, para
ver que G = i~ ![i[G]] es suficiente solo verificar que G C i~![i[G]]. En efecto,
si p € G, por definicion, i(p) € 7[G]. Asi, p € i~'[i[G]]. De nuevo, por el lema
2.5.16, G =i~ 1[i[G]].

Por el lema 2.5.13] M[G] C M[H]. Ademés, como H es un filtro Q-genérico,
H € M[G] y M C M]IG], tenemos que M[H] es un CTM de ZFC. Luego,
por el principio de minimalidad se tiene que M[H| C M]|G]|. Por lo tanto,
MI|G]) = M[H].

[l

Aunque el lema y la proposicion [2.5.18| pueden enunciarse como un solo
enunciado, se presentan por separado para aligerar la exposicion.

2.6.

Forcing iterado

Cuando hacemos forcing con P en M y G un filtro P-genérico, obtenemos una
extension M |G| que, por el principio de minimalidad, es un nuevo CTM de ZFC y
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por lo tanto podemos tomar un forcing Q en M[G] y un filtro H que sea Q-genérico
sobre M[G] y crear la extension M [G|[H] la cual vuelve a ser un CTM de ZFC. Esto
significa realizar un procedimiento iterativo de forcings. Este método fue introducido
por los mateméticos Robert Solovay y Stanley Tennenbaum en 1971 para demostrar
la consistencia de la Hipotesis de Suslin. Recordaremos de manera breve como realizar
esta iteracion de dos pasos en uno solo desde el modelo inicial M.

Definicion 2.6.1. St P es un forcing, entonces un P-nombre para otro Jforcing es una
tripleta de P-nombres, (Q, <g, 1g), tal que 1g € Dom(Q) y IFp«ly € Q ¥ (Q, <g) es
un forcings.

Nos referiremos a (Q, <g, 1g) como Q, a valg((@) como Q y quitaremos los subin-
dices cuando no haya ambigiiedad.

Definicion 2.6.2. 5i P es un forcing y Q es un P-nombre para un forcing, definimos
la iteracion P+ Q como la tripleta (R, <, 1g), donde

R={(p,q) € Px Dom(@): plp«g € Q»},
g = (1p, i@) y (p1,G1) <wr (p2,G2) siy solo si py <p ps y p1lFp «G1<qgo».

De igual manera se entiende que, cuando M es un CTM de ZFC, P € M y Q
es una tripleta de P-nombres en M. Asi mismo, omitiremos el subindice P en I+
cuando no haya ambigiiedad. Como es de esperarse, la funcion ¢2: P — P x Q dada
por i(p) = (p, iQ) es un encaje completo, lo llamaremos el encaje canénico entre
Py PxQ (cuando no haya ambigiiedad, solo lo llamaremos el encaje canoénico).
Demostraremos que podemos lograr la misma extension al forzar una vez con P x Q
que con P y luego con Q. Dados G C Py H C Q, definimos

GxH={(p,q) cPxQ:pe Gy valg(¢) € H}.
Los siguientes lemas sera de utilidad a lo largo de la tesis.

Lema 2.6.3. Sean P un forcing, Q y Q' dos P-nombres para forcings tales que
1. IF«existe un encaje denso e: Q— Q'».
2. Q' es cerrado bajo mazimalidad.

Entonces, existe un encaje denso entre IP x Q y P x Q’.

Demostracion. Por maximalidad, existe un nombre € tal que IF«é es un encaje denso
entre Q v Q’». Notemos que para cada (p,q) € Px Q, plFGeQyplr«e: Q = Q'».
Luego, p IF«3y € Q'((¢,y) € €)». Ademés, como Q' es cerrado bajo maximalidad,
existe € Dom(Q') tal que p I (¢, 7) € é. Llamemos § = é(g )

Consideremos j: P+ Q — P x Q' dado por j((p,q)) = (p,é(¢)). Veamos que j es

un encaje denso.

SHacemos énfasis en que é(¢)) es un nombre y no ¢ evaluado en ¢, pues esto tltimo carece de
sentido al ser ¢ un nombre. Esta notacion la seguiremos ocupando a lo largo de la tesis bajo una
justificacion anéloga a la aqui presentada.
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= Para ver que preserva el orden, sean (py, ¢1), (P2, ¢2) € P+ Q tales que (p1, 1) <
(p2,G2). Entonces, p1 < ps y p1 IF ¢1 < ¢o. Como I-«e: Q — @ es un encaje
denso», se tiene que py IF é(¢1) < €(qa). Asi, (p1,€(¢1)) < (p2,€(4a)). Es decir,
J((p1, @) < J((p1, @)

= Para ver que preserva condiciones incompatibles, procedamos por contrapuesta.
Supongamos que (p1, ¢1), (p2, G2) € P*Q son tales que j((p1, 1)) y j((p2, ¢2)) son
compatibles. Entonces, existe (r, $) € P+ Q' extension comun, es decir, r < py, ps
yriF«s <é(gr) y § < é(go)».
Ademés, IF«¢[Q)] es denso en Q’». Asi, 7 IF«30 € Q(e(l) < $)>>. Luego, existen
7 < r y un nombre  tal que 7’ IF«é(f) < $». Luego, 7' IF«é(t ) < e(lq)y

e(t) < e(¢ga)». Como todo encaje denso es un encaje completo. ' IF«t < ¢ y
t < ¢o». Es decir, (r',1) es una extension comun de (py,q1) y (pa, o).

= Finalmente, veamos que j[P x Q] es denso en P % Q'. Sean (p, ) € P % Q. Dado
que IF«¢[Q] es denso en @’» plF«3s € Q tal que é(s) < 7». Asi, existen p/ < p
y un nombre ¢ tal que p’ IF é(¢) < 7. Por lo tanto, j((p/,q)) < (p, T). O

El siguiente teorema demuestra que se pueden hacer iteraciones de dos pasos en
un solo paso desde el modelo base.

Proposicion 2.6.4. Sean M un CTM de ZFC; P un forcing en M, Q un P-nombre
para un forcing en M y K un filtro PxQ-genérico sobre M. Consideremos G = i K],
donde i es el encaje candnico entre P y PxQ, y

H = {valg(q) : ¢ € Dom(Q) y Ip € P((p.q) € K)}.

Entonces, G es P-genérico sobre M, H es Q-genérico sobre M|G], K = G« H y
MIK] = M[G][H].

Demostracion. Como 7 es un encaje completo, G' es P-genérico sobre M. Veamos que
H es Q-genérico sobre M[G]. Es claro que H C Q. Ademas, si valg(q), valg($) € H,
hay p,r € P tales que (p,q),(r,$) € K y como K es un filtro, hay una extension
comin (t,1) € K de (p, ) y (r,$). Asi, & € Dom(Q) y t IFp «i < ¢y @ < $». Es decir,
valg(1) € H y es una extension comun de valg(g) y de valg(s).

Para demostrar que H es cerrado para arriba, sean

valg(q) € H y valg(q) < valg(r).

Entonces, existe p; € G tal que p; IF ¢ < 7. Como valg(q) € H, hay p € P tal que
(p,q) € K. También, (p, 1 o) € K. Asi, como K es filtro, hay una extensién comin
(P2, G2) € K de (p,q) ¥ (ph 1g). Bs decir, py < p,p1y p2 I g2 <g ¢- Ademés, como
p1lF g <q7, yp2<p,se tiene que p IF o < 7. Luego, (p2,42) < (p1,7) y como K
es un filtro, (p1,7) € K y, por lo tanto, valg(r) € H.

Para demostrar que H es Q-genérico sobre M[G], sean D € M[G] un denso de Q
y p € G tal que p Ik «D es denso en Q. Consideremos

D' ={(r,g) ePxQ:rl-q¢e D}
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Probemos que D’ es denso bajo (p, 1Q) Sea (s,7) < (p, 1Q) Como p IF «D es
denso en Q» v s < p, entonces s |- «D es denso en Q», es decir, s IF«existe y € D
tal que § < 7». De esta manera, existen ¢ € Dom(Q) y t < s tales que t IF «¢ € Dy
G < 7». Por lo tanto, (t,4) € D"y (¢, d) < (s,7). De esta manera, podemos considerar
(t,g) € KN D' porloque¢e HND y por lo tanto, H es Q-genérico.

Demostremos que K = G x H. Para la contencion de izquierda a derecha, conside-
remos (p,q) € K. Por definicion de Gy H, p € G y valg(q) € H. Asi, (p,§) € G* H.
Ahora, para la contencion faltante, si (p, §) € GxH, p € G, valg(¢) € Hy (p, ¢) € PxQ.
Asi, (p, i@) € K y existe p; tal que (p1,¢) € K. Sea (ps, ¢2) € K una extension comin
de ambos. Entonces, py < py po IF ¢o < ¢. Asi, (pa2,¢2) < (p,q) ¥, por lo tanto,
(p.q) € K.

Finalmente, como K = G * H € M|G|[H], por la minimalidad de M [K]|, M[K]
MIG]|[H]. Ahora, como G € M[K], M[G] C M[K] y, como H € M[K]|, M|G|[H]
M[K]. Por lo tanto, M[K| = M[G][H].

NN

~ Es claro cémo iterar forcings una cantidad finita de veces. A saber, si tenemos P,
Q, R, Z entonces podemos formar el forcing (((P* Q) *R) xZ) y sus elementos son de

la forma (((p, ¢),7), #), mismos que identificaremos con (p, ¢, 7, 2).

2.6.1. Iteracién general

Como mencionamos, con el método anterior, para cada n € w, podemos generar
M,, un CTM de ZFC tal que para cada n € w, M,, C M, 4, donde M, = M,[G,)]
con GG, un filtro P,-genérico sobre M,,. Sin embargo, no es claro qué hacer en el paso
w pues si definimos M, = |J,,o,, My, en general, M, no es modelo de ZFC.

Recordando la iteracion a dos pasos, M; = M[G]| y My = M|G][H| donde P € M,
Q € M[G], G es P-genérico sobre M y H es Q-genérico sobre H. Con estos ingredientes
construimos un forcing R y un filtro K que es R-genérico sobre M tal que My = M K]
y notamos que hay un encaje completo entre P y R. En general, ahora tenemos para
cada n € w, P, un forcing tal que PP,,_; se encaja completamente en P, y asi, lo natural
en el paso w es considerar P, = J,,c,, Pn. Esto asegura que P, es un forcing y de
hecho esta construccién tiene muchas aplicaciones y es una de las formas de iterar
forcings en pasos limite.

Veremos la forma més general de definir iteraciones y como se comportan las
propiedades de forcing a través de iteraciones. Algunas de las pruebas presentadas
estan més orientadas a que el lector obtenga un panorama claro del procedimiento y
naturaleza del enunciado.

Definiciéon 2.6.5. Sea a > 1 un ordinal. Decimos que un P, es una tteracion de
longitud o si es un forcing cuyos elementos son sucesiones de longitud o de manera
que

1. st a =1, hay un forcing Qy de tal manera que

a) Py es el conjunto de las sucesiones de longitud 1, (p(0)), donde p(0) € Qo,
b) (p(0)) <r, (4(0)) sty solo si p(0) <g, 4(0)-
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2. Sia=B+1, entonces Py = {p [g: p € Po} es una iteracion de longitud 3 y hay
un Pg-nombre para un forcing, Qg de tal manera que

a) p € Py siysolosiplzePgyltp, p(B) € Qg, Yy
b) p <p, q siysolo sipls<p, qlsyplshte, p(B) <p, ¢(B)

3. Sia es un ordinal limite, entonces para todo f < o, Pg =P, [s={p [s: p € Po}
es una iteracion de longitud (3,

4. La sucesion de longitud « tal que para todo B < «, p(B) = iQB’ pertenece a P,.

5. Sip€ePy, B<avyq€Psestal que q <p, p |g, entonces r € P,, donde r es
tal que para todo § < a, si § < B, r(§) =q(§) y si& =B, r(§) =p(&) y

6. p <p, q sty solo si para todo B < a, p [3<p, q [3-

Para ahorrar notacién, <p, lo denotaremos por <s, IFp, por I-s y iQé por 15. De
esta forma, P; estd completamente determinado por Qg, P; es equivalente a Qq, y
Psiy por Psy QB, Pgi1 =Ps* @5. Sin embargo, no es claro quién es P, cuando « es
un ordinal limite.

Definicion 2.6.6. Sean o un ordinal limite y P, una iteracion de longitud o. Decimos
que P, es el limite directo de (Pg: 5 < «) si para todo p, p € P, si y solo si existe
B < a tal que p [3€ Py y para todo v < «, si B <7, Ik, p(y) = 1, y P, es el limite
tnverso de (P : f < «a) si para todo p, se tiene que p € P, si y solo si para todo
B <a,plze Ps.

En practica, las iteraciones combinan limites directos, limites inversos y se ponen
restricciones sobre el niimero de unos a los que esta forzada a ser las coordenadas de
la sucesiéon. El soporte de p se define como supp(p) = {8 < a : =(IFg p(B) = 15)}.
De esta manera, una iteracion de longitud « estd completamente determinada por la
sucesion de nombres <Q5 : B < a) y el tipo de limite tomado en cada ordinal limite.
Como es de esperarse, tenemos un lema anélogo al

Lema 2.6.7. Sean o un ordinal y P!, una iteracion de longitud «. Entonces, eziste
una nueva iteracion P, que es cerrada bajo maximalidad y equivalente a P.,.

Demostracion. La demostracion es por inducciéon sobre « y es esencialmente la misma
que en el lema [2.6.3] pues este mismo cubre el caso cuando la iteracion es de longitud
un ordinal sucesor. O]

Lo siguiente son teoremas que exploran la preservacion de algunas propiedades
bajo iteraciones.

Proposicion 2.6.8. Sean x un cardinal reqular no numerable, o un ordinal limite y
P, una iteracion de longitud «. Supongamos que

1. P, es el limite directo de (Ps: B < a),
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2. para todo B < a, Pg tiene la k-CC'y

3. st cf(a) = K, entonces S = {f < a : Py es el limite directo de (P, : vy < [5)} es
estacionario en o.

Entonces, P, tiene la k-CC.

Demostracion. Notemos que si p,q € P, 5 < «, supp(p) Usupp(q) € Sy p [ es
compatible con ¢ [3 en Pg, entonces p y ¢ son compatibles, pues si r es testigo de la
compatibilidad entre p [g y ¢ [ basta con definir ¢ como ¢ [g= r y para cualquier
§ € [B,a), k5 t(6) = 1s. De esta manera, t € P, y es testigo de la compatibilidad
entre p y q.

Con esto en mente, supongamos que A es una anticadena en P, de tamano mayor
o igual a k, entonces podemos encontrar una anticadena en P, de tamano «, digamos
A. Por hipétesis, para todo p € A existe 8 < a tal que supp(p) C (. Por lo que,
si cf(a) # kK, por el principio de casillas, lema , existen § < oy B C A tal
que |B| = k y para todo p € B, supp(p) C 5. De ser asi, {p [3: p € B} seria una
anticadena en Ps de cardinalidad ~ lo cual no puede ocurrir.

Ahora, si cf(a) = K, consideremos A = {p¢ : £ < K} y (¢ : £ < k) una sucesion
normal y cofinal en a. Sea f: kK — K definida como

f(§) = min{n < : supp(pe o) C o)}
Notemos que f es regresiva en
L ={{ <k :§ eslimite y P, es limite directo de (P, : v < ag)}

ya que si § € L, pe [o,€ Po, ¥ entonces existe 8 < ag tal que supp(pe [o) S 3 ; Q.
Es claro que f(£§) < ¢ por definicion y si f(§) = £, entonces supp(pe o) S Q¢ y
supp(pe lae) € B lo cual no puede ocurrir. Es decir, f(§) < £. Ahora, por el lema de
Fodor, existe S; C L estacionario tal que f es constante en Sy, digamos que f[S] = {n}.
Ahora, sin perder la generalidad podemos suponer que si &1,& € S son tales que
& < & entonces supp(pe,) C ag,.

Sabemos que {p¢ [4,: & € S1} es un subconjunto de P, de tamafio . Entonces,
existen §; < & € 51 tal que p¢, [q, es compatible con pe, [4,. Como f es regresiva en
S1, para todo & € Sy, f(§) =n < . Entonces podemos suponer que n < & < &s.

Digamos que r € P, es la extension comin y definamos ¢ como q [4,= 1y

_ p§1(6> ap < p< Qs
1) {m(ﬁ) g < B <a

Es claro que ¢ € P, y por construccion q¢ < pg,,pg, lo cual tampoco puede
ocurrir. u

Ahora veamos un concepto que nos sera de mucha utilidad en lo siguiente.
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Definicion 2.6.9. Sean A un cardinal y (P, <) un forcing. Decimos que P es A-
dirigido cerrado si para todo D C P tal que para cualesquiera di,ds € D existe
ee D tal quee < dy ye < dgﬂ y |D| < A, entonces existe p € P cota inferior de D.

Exploraremos como se comporta este concepto con las iteraciones de forcing.

Proposicién 2.6.10. 1. SiP es A-dirigido cerrado y I-p «Q es \-dirigido cerrados,
entonces P x Q es A-dirigido cerrado.

2. Sicf(a) > X y P, es una iteracion de forcing que es limite directo y para todo
B < a, Ps es A-dirigido cerrado, entonces P, es A-dirigido cerrado.

3. Sea P, una iteracion de forcing de <Q5 : B < ) de tal manera que para todo
ordinal limite B < «, Py es limite directo o limte inverso. Supongamos que para
cada f < a, Qg es cerrado bajo mazimalidad y

k5 «Qp es A-dirigido cerrados.

Si ademds, para cada ordinal limite f < « tal que cf(B) < X se toma Pz como
limite 1nverso, entonces P, es \-dirigido cerrado.

Demostracion. 1. Sea D CPQ un conjunto A-dirigido, digamos

D = {(Pa;da) : @ < A}.

Entonces, D; = {p, € P: a < A} C P tiene tamafio menor o igual a A. Veamos
que D es dirigido. En efecto, si di,ds € Dy entonces hay «a, 5 < A tales que
(d1,¢a), (d2,qp) € Dy como D es A dirigido, existe (e, ¢s;) € D una extension
comun. Asi, ¢ < dy y e < dy. Como P es A-dirigido cerrado, podemos tomar p € P
cota inferior de D;. Ademas, como D es dirigido, para cualesquiera o, < A
existe v < A tal que (py,¢y) < (Pa, o), (P8, s)- En consecuencia,

Py IFdy < da Ny < gs.

Asi, como p < py, p IF« {¢a : @ < A} es un subconjunto dirigido de Q de
cardinalidad menor o igual a A». Entonces, p I-«3¢ € Q Va < A(¢ < ¢a)». Por
lo tanto, (p,¢) es una cota inferior de D y P Q es A-dirigido cerrado.

2. Sea D C P, un conjunto dirigido tal que |D| < A. Como P, es limite directo,
para cada d € D hay 74 < a tal que V3 > vy, IFg d(B) = iQB' Consideremos
v = sup{vq : d € D}. Entonces, como A < cf(«), v < . Ademas, para cada
de D,d=d |, “1,41 "1lyo....Asi, D, ={d ],:d € D} C P, es un conjunto
dirigido y de tamano menor o igual a A. Luego, como P, es A-dirigido cerrado,
existe p € P, cota inferior de D,. Por lo tanto, ¢ = p “iwﬂ A]._,y+2 ... €es una
condiciéon de P, y es cota inferior de D. Por lo tanto, P, es A-dirigido cerrado.

SEn este caso, a D le llamamos un conjunto dirigido.
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3. Procedamos por induccién sobre a.. Si «v es sucesor, el enunciado es cierto por el

inciso 1. Ahora, si « es limite puede suceder que P, sea limite directo, en ese
caso, cf(a) > Ay queda cubierto por el inciso anterior. Solo resta ver cuando P,
es limite inverso.

Sea D = {p, : v < A} C P, un conjunto dirigido tal que |D| < A\. Construiremos
por induccién a p de tal manera que

= para todo 3 < a, p [4€ Pg, ¥
= para todo v < A, p [3<3 p, [

Supongamos que ya tenemos construido a p [c€ P para todo § < 5. 51 8 =n+1,
debemos definir a p(n), de esta forma tendremos p [,+1= (p [, p(n)) € Pyyq. Si
para todo v < A, p,(n) = 1,, sea p(n) = 1,,. En caso contrario, como para todo
v< A pla<p, Iy, se tiene que

p Ll ipo(n) s v < A} C Q.

Veamos que p [,lF,«{p,(n) : v < A} es A-dirigido». En efecto, sean G un filtro
IP,-genérico tal que p [,€ Gy v1,15 < A. Por construccion, para todo v < A se
tiene que p [,< p, [,,. De esta forma, para todo v < A, p, [,€ G. Ademas, como
D es dirigido, existe § < A tal que ps < p,,, pu,. Asi,

ps Inlbn«ps(n) < pu(0) ¥ Ps() < Doy ().

De esta manera, valg(ps(n)) es testigo de que {valg(p,(n)) : v < A} es dirigido

en M|G]. Ademas, I-,«Q, es A\-dirigido cerrado». Por maximalidad existe un
nombre 7 € Dom(Q,) tal que

p IylF Y < Ao < pu(n)).

Definimos p(n) = 7. Con esto el paso sucesor cumple que p [3<g p, [3 para todo
v < A. Ahora, si v < a es un ordinal limite, sea p [,= (p(8) : < 7). Con esto
terminamos la induccion.

Veamos que, en efecto, p € P,, es decir, que para todo ordinal limite v < «,
p [,€ P,. Si P, es limite inverso, no tenemos nada que demostrar, ya que por
construccion de p se tiene que p [, € P.. Ahora, si P, es limite directo, cf(y) > A
y entonces hay § < ~ tal que para todo 5 € [0,7), IFs p,(5) = 15 para todo
v < . Luego, por construccién, para todo 3 € [6,7), p(8) = 15. Asi, p [,€ P,,.
Por lo tanto, p € P, y por construcciéon p es cota inferior de D. O

Es intuitivo pensar que si P, es una iteraciéon de longitud o y 8 < «, entonces

forzar con P, deberia ser lo mismo que forzar con Ps y luego con una iteraciéon de
longitud o\ 5 en M[Gjp.

Definiciéon 2.6.11. Si P, es una iteracion de longitud o, 5 < o y p € P,
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1. Definimos p® = p [8,a)- De esta manera, p=p [g up®.

2. Dado Gg un filtro Pg-genérico definimos un orden en

Pso ={p" :p13€ G5 yp €Pu}

de la siguiente manera: dadas f,g € Pg,, [ < g st y solo si existe p € G tal
quepU f<apUg.

3. Ps. es un Pg-nombre que denota Ps, con el orden definido anteriormente.

Denotamos por p? el Pg-nombre canénico para la cola p® = p | [3,a). Para no
recargar la notacion, a partir de ahora escribiremos simplemente p® en lugar de p”
cuando no haya riesgo de confusion.

Las siguientes dos proposiciones conforman lo que se conoce como el lema del
factor. Su demostracion resulta ser bastante técnica y solo se presenta un esbozo de
la prueba pero el lector interesado puede visitar [6] o |7] para ver su demostracion con
mas detenimiento.

Proposicion 2.6.12. Si P, es una iteracion de longitud o, P, es isomorfo a un
subconjunto denso de Pg x Pg .

Demostracion. Consideremos ¢ : P, — Pg * P@a definida por ¢(p) = (p [5,p").
Notemos que si p <, ¢, entonces p [3< ¢q [ y entonces p < p |5 Ug’. Asi, es claro
que p [5lks p? < ¢ y por lo tanto ¢(p) < ¢(q). De la misma manera, si ¢(p) < ¢(q),
entonces p < q.

Ahora, si (q, f) € Py x Pﬂa, entonces ¢ lFg«existe p € P, tal que p [g€ Gg y
p’ = f>> Luego, podemos encontrar un r < gy p € P, tal que r IFg«p [g€ Gg y
p’ = f» Como r es compatible con p [4, existe s extension de r y p [g tal que
sUp? € P,. Claramente, (s U p°) = (s, f) (q,f), es decir, la imagen de ¢ es
densa. O]

Proposicion 2.6.13. Sean P, una iteracion de longitud o y 5 < a.. Entonces,
-5 «]I"’Ba es equivalente a una iteracion de longitud o\ .

Demostracion. Supongamos que (@5 d < «) son los nombres asociados a P,. Sean
G un filtro Pg-genérico y V' = V[Gg]. En V' construiremos, por induccién sobre
v < a'\ B, una iteracién de longitud ~, P, con nombres asociados (Q5 : § <), y un
isomorfismo hy: Pg g, — P tal que si d < vy f € Pgpiq, hy(f) 5= hs(f [51s)-
Supongamos que I, ya esta construido. Asf, debemos encontrar un P, -nombre @’

Y Nyt1. Lo mas natural seria considerar a @ng,y pero esto no es Correcto pues @gﬂ
es un Pg ,-nombre en el lenguaje de forcing sobre V, no sobre V[Gpg]. Sin embargo,
construiremos a Q; de tal manera que represente lo mismo que Qgﬂ.

Supongamos que H es P -genérico sobre V'. Entonces, h '[H] es Pg g.--genérico
sobre V'. Asi, Gz * h'[H] es Pg * Ps 5.-genérico sobre V y si ¢ es como en la
proposicion anterior, ¢~ [G g+ h ' [H]] es Pgy -genérico y V/[H] = V[p~ G+ h ' [H]]].
Esto ultimo gracias al teorema [2.6.4]
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Sea Q; un nombre en V' para Qg que esta en V[p~'[Gg * h '[H]]]. Sabemos que
-4~ <<Q5+7 es un orden parcialy, asi se tiene que lp, <<Q’7 es un orden parcialy. Esto
nos determina a P/ |, = P * (@’7

Ahora, si kg4, ¢ € Qp44, entonces tomemos ¢ un nombre para lo que represente
¢ pero en V'[H]. Definamos h,1: Pgpyy41 — P,y dada por by (f) = p siy solo
sip [v= hy(f Ip4y) v p(7) = f(B + 7). Por construccion h.,,; cumple respetar el
orden y ser inyectiva. Para ver que es sobreyectiva, tomemos (p,7) € P/ x (@’7 Como
p € P, por hipétesis de induccion, hay f € Pg gy, tal que h,(f) = p. Ademads, como
7 es un P/ -nombre para un elemento de Q/v, podemos tomar un Pg,,-nombre que
nombre lo mismo que nombra 7. De esta manera, si f(5+7) =35, f € Pggiy41 ¥ pOr
construccion, hy1(f) = (p, 7).

En el caso limite suponemos que ya tenemos construidos a los forcings P§ para
cada § < vy los isomorfismos hs: Pz g4s — Ps como en las hipotesis. Entonces, en V”
tomemos P’ como el limite directo o inverso de (P; : § < ), esto claro depende de
como haya sido construido Pg 3, en V. Consideremos h.,: Pg g, — P/ como

hy(f)(6) = hs(f 15+5)(0).

Es decir, cortamos f hasta 8+ ¢, lo “traducimos” con hs y nos quedamos con su
coordenada §. De esta manera, h(f) [s= hs(f [s1s) por construccion. También, si
h(f) = hy(g), entonces para todo § < v h,(f)(0) = h,(g)(9), es decir, se tiene que
hs(f 1p+6)(0) = hs(g [p+6)(0). Como hs es un inyectiva, f [gro= g [p+s. Aemas, esto
sucede para cada ¢ < 7, podemos concluir que f = g. Asi, h, es inyectiva.

Ahora, si p € P, consideremos f definida para cada ¢ <+ por

F(B+0) = hs'(p(9)).

De esta manera, f € Pg gy, y por construccion, hy(f)(6) = p(d). De esta manera, h,
es inyectiva. Ahora notemos que si f, g € Pg 4, son tales que f <g 3., g, entonces

para cada § <, f [grolFprs f(B+6) < g(f+9). Luego,
hs(f Tp+6) IFes<hs(f(B +9)) < hs(g(B+9))».

En consecuencia, h,(f)(v) < h,(g)(0) y esto ocurre para cada 0 < 7. Entonces,
ho(9) <e: hs(g)- o



3 Aritmética cardinal

Cantor inaugur6 el estudio comparativo entre cardinales con el cardinal de los
numeros naturales, N, y el de los niimeros reales, ¢. Se plante6 tres cuestiones naturales,
Jhay un infinito mas chico que Xy?, ;Hay un infinito mas grande que ¢? Y la pregunta
final fue si hay un infinito entre Xy y ¢. Demostr6é que no hay un infinito més chico
que Ny y que si hay un infinito mas grande que ¢. De esta manera solo le quedaba la
incognita acerca del infinito entre Xy y ¢ que, por cierto, dejoé sin responder.

En este capitulo recordaremos de manera breve la aritmética cardinal desde ZFC
para después revisar la construccién del modelo de ~CH dada por Cohen.

3.1. Aritmética Cardinal

Al introducir los nameros cardinales, lo mas natural es dotarlos de operaciones
que reflejen el comportamiento combinatorio de sus conjuntos representativos. Por
ejemplo, para definir la suma entre dos cardinales xk y A, apelamos al hecho de que nos
cuentan la cantidad de elementos de dos conjuntos con esas cardinalidades. Entonces,
la suma debe coincidir con la cardinalidad que resulta cuando unimos dichos conjuntos.
De modo que, k + A = |k x {0} U X x {1}].

Ahora, para definir la multiplicaciéon entre dos cardinales, nos inspiramos en el
hecho de que si n,m € w, n-m es igual al nimero de puntos de una cuadricula de n
por m. Asi, k- A = |k x A|. Finalmente, recordando nuestros cursos de combinatoria
sabemos que m" corresponde al nimero de funciones f: n — m. Por esta razon,
k* = |*k|, donde *x = {f : X — k}. Es parte del folklore demostrar que estas
definiciones cumplen con las propiedades esperadas como lo son: conmutatividad,
asociatividad, distributividad, existencia de neutros, etcétera. En 1906, Hessenberg
demuestra que si k y A son cardinales tales que k > Xy y A # 0, entonces

K+ A= k-X=max{k, \}.

La operacion pendiente por explorar es la exponenciaciéon. Cantor demostrd que
Kk < 2% y poco se puede decir del valor de x* desde ZFC. Esto no es casualidad pues
esta operacion se encuentra en el centro de muchos enunciados independientes de los
axiomas. Nos adentraremos en el estudio de esta operacion en lo que resta de la tesis.

Sea {k; : i € I} una familia de cardinales. Definimos la suma de dichos cardinales
como Y, ;K = |Uier ki % {i}| y el producto como [], . ka = |[Iacy Kal|, donde
[T del lado derecho denota producto cartesiano generalizado. Como podemos intuir,
tenemos lo siguiente.

35
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Proposicién 3.1.1. Sea {k, : @ € A} una familia de cardinales.

1. Si para toda o < A, ko 0 y Ng < X 0 hay a < X tal que K, > N, entonces

Zfia:)\-sup{/ia:a<>\}.

a<<

2. Si{kq : a € A} es una familia no decreciente de cardinales distintos de cero,
entonces

H Ko = SUP{Kq : @ < A}

a<

Demostracion. Ver |2]. O

3.2. L y el forcing de Cohen

El 8 de agosto de 1900, Hilbert se encontraba en una sala de la Sorbona de Paris
leyendo su ponencia que llevaba como titulo «El futuro de las mateméticas». En esta
planteaba 23 problemas sin resolver en algunas areas y explicaba la importancia de
su solucion. Solo pudo exponer 10 de los 23 problemas. Antes del congreso, Hilbert
envié su borrador a Hermann Minkowski para pedirle su opinién. El respondio: «Solo
puedo desearte suerte en tu charla: ciertamente sera el acontecimiento del congreso y
su éxito serd muy duradero...».

El primer problema que Hilbert presenté fue la Hipdtesis del Continuo, propuesta
por Cantor en 1878. El primer avance decisivo en esta incégnita lo tuvo Godel en
1939 quien, a través del concepto de definibilidad y bajo la suposicion de que ZFC es
consistente, logra construir un modelo, L, en donde todo conjunto es definibld'] por
una férmula y demuestra que si todo conjunto es definible, entonces se vale CH. Mas
atin, se cumple que 2% = X, 1, la hipotesis generalizada del continuo (GCH). Para
mas detalles acerca de esto el lector puede ver [3|. El trabajo de Gédel fue desarrollado
posteriormente por Shepherdson, quien estudi6 las limitaciones del método de modelos
internos. En particular, mostré que el modelo minimo de ZF, cuando existe, no tiene
modelos internos propios. Por ello, este método no basta, en general, para obtener
la negacion de CH pues si se parte de un modelo como L, donde se satisface GCH,
pasar a un modelo interno no permite producir un universo interno distinto en el que
falle CH. En una carta al matemético Menger escrita por Godel en 1937, le dijo que
estaba trabajando en demostrar la independencia de la hipotesis del continuo «pero
no sé aun si tendré éxito o no». Parece ser que desde 1941 a 1946, Gddel se dedico
por completo a demostrar dicha independencia. Se sabe que en 1942 dijo que habia
obtenido algunos avances en demostrar la independencia de otro tipo de resultados
pero no en CH ni AC. Finalmente, después de 1946, Godel se dedico solo a la filosoffa y
aunque ¢l mismo declaré la independencia de CH como un problema muy importante,
parecia que no habia ningiin matematico trabajando en eso.

IEsto se conoce como el axioma de constructibilidad.
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A comienzos de la década de 1960, Paul Cohen empez6 a buscar una demostracion
de la independencia de CH. Segtn relata en «The discovery of Forcing» [§], la idea
surgi6 en Stanford a partir de conversaciones con Sol Feferman y Halsey Royden sobre
los fundamentos de las mateméticas. Su punto de partida no fue modelista como Godel,
sino proof-theoretic. Tenia la idea de que, «analizando demostraciones por algin tipo
de induccion podia demostrar que cualquier prueba de CH podria manipularse y dar
una prueba mas corta (en cierto sentido) y por lo tanto no podria existir esa prueba.».
Fue en este momento en donde se da cuenta de la conexién de su idea con los modelos,
pues ahora empieza a estudiar a los conjuntos que estan definidos por una férmula
y entonces «cuando uno piensa en conjuntos, uno ve la idea de la induccién en el
rango.».

Cohen se encuentra con la idea de agregar dtomos y construir un modelo en donde
el axioma de extensionalidad no se cumple. Esto le dio la idea de que agregar es el
método que él debia utilizar. Como pensar en modelos internos no le serviria de nadaP]
comenzo6 trabajando con modelos numerables. En una conferencia le preguntaron el
por qué no trabajaba con modelos no numerables y dio el siguiente argumento:

Si M es un modelo estandar no numerable en donde AC se vale, M tiene a
todos los ordinales contables. Y si se asume el axioma de constructibilidad,
todos los nimeros reales estin en M. Asi CH se vale en M. [8].

Finalmente, en 1963 Cohen publica el resultado que lo hizo ganador de la medalla
Fields en donde no solo demuestra la independencia de CH sino que también introduce
el método de forcing. Repasaremos con algo de detalle su trabajo.

Consideremos M un CTM de ZFC, I, J,\ € M tal que X es un cardinal y P el
forcing cuyas condiciones son funciones parciales de tamano menor a A de I en J. Es
decir, p € P si y solo si |p| < A, p es funcion, Dom(p) C I e Im(p) C J. Finalmente,
diremos que p < ¢ si q C p.

Notemos que si A = w, entonces P es absoluto para M, esto no ocurre cuando
A > w. A este forcing lo denotaremos por Fn(7, J, ). Aunque en la literatura también
se le puede encontrar como Add(7, J,\). Los siguientes resultados son utiles para
adentrarnos en el terreno de interés de una forma mas amigable.

En lo que sigue, I, J; A € M, X es un cardinal en M y J # &.

Lema 3.2.1. Supongamos que (|I| > \)M. Para cadai €I y j € J sean
Di={peP:icDom(p)} yE;={peP:jeclm(p)}.
Entonces, para todoi €I yje€ J, D; yE; son densos.

Demostracion. Seani € I, j € Jypée P. Sii € Dom(p), entonces p € D; y p < p.
Por otro lado, si i ¢ Dom(p), consideremos j € Jy p' =pU{(i,5)}. Asi, p' € D; y
P < p. De manera anéloga, si j € Im(p), p€ E; y p <p. Sij ¢ Im(p), como |I| > A
en M, I\ Dom(p) # @. Consideremos i € I \ Dom(p) y p’ = pU{(i,7)}. Entonces
peEE;yp <p. O

2El de hecho no sabia el resultado publicado por Shepherdson y en su exploracién dio una prueba
del mismo resultado.
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Proposicién 3.2.2. Supongamos que (|I| > \)M y sea G un filtro genérico sobre M.
Entonces | JG es una funcion sobreyectiva de I en J.

Demostracion. Como G es un filtro, es un conjunto de funciones compatibles. En
consecuencia,

» |JG es funcion,
« Dom (UG) = U Dom(p) C T y

s I (JG) = U, Im(p) C J.

Ademés, sit € I y 7 € J, como D; es denso, donde D; es como en el lema anterior,
GND; # @. Asii € Dom (|JG). De manera completamente analoga, j € Im (| G).
Por lo tanto, | JG es una funciéon con dominio I e imagen J. [

Si tomamos cardinales infinitos k,A € M, P = Fn(k x \,2,\) y G un filtro P-
genérico sobre M, entonces F' = | J G codifica x funciones distintas de A en 2. En efecto,
para cada £ < k sea fe: A — 2 dada por fe(a) = F(&, o). Tenemos que demostrar que
sin#¢&, f, # fe. Para cualesquiera &, 1 < k tales que £ # 7, consideremos

Dey =A{p € P: 3a < A((§, @) € Dom(p) A (1, @) € Dom(p) A p(&, @) 7# p(n, @))}-

Veamos que Dg,, es denso. Sea p € P. Como |Dom(p)| < A y A es infinito, existe
< A tal que (&, 1), (n, 1) ¢ Dom(p). Consideremos

q=pU{((&w),0),((n,pm),1)}

Entonces, ¢ < py q € Dg,. De esta forma, como G interseca a todo Dy, tenemos
que fe # f, cuando & # 7. Directamente tenemos que 2N > |k| en la extension
genérica. Por ejemplo, si A = Ry vy £ = (Ro)M, entonces 2% > N, en M[G] y si
(R)M = (Ry)MIC] entonces tenemos que GCH no se satisface en M[G].

Por la proposicién anterior, si tomamos P = Fn(w, (w;)™,w) tenemos que en M|[G]
hay una funcién sobre de w en (w;)™, es decir, (w;)™ es un ordinal numerable en
MIG]. Asi, no siempre se cumple que cuando y es un cardinal en M, al forzar con P
se cumple que p es un cardinal en M[G].

Definicion 3.2.3. Sean Q un orden parcial en M y 9 un cardinal infinito de M.
Decimos que

1. Q preserva cardinales > 9 (< 19) si para todo 5 un ordinal en M, 5 >0 (5 < 1)
y cualquier filtro genérico, G, sobre M se tiene que (3 es un cardinal)™ si y solo
si (B es un cardinal)M( y

2. Q preserva cofinalidades > 9 ( <) si y solo si para todo ordinal limite -y > ¥
en M (<) se tiene que cf(7)™ = cf(y)ME siempre que cf(y)M > 9.

El siguiente lema nos da condiciones bajo las cuales un forcing preserva cardinales.
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Lema 3.2.4. Sean Q un orden parcial en M y ¥ un cardinal infinito de M. Si Q
preserva cofinalidades < v}, entonces Q preserva cardinales < 1.

Demostracion. Sea k < ¥ un cardinal de M. Si k es regular en M, cf(k) = k en M.
Ademas, como Q preserva cofinalidades, ¢f(k) = k en M[G]. Asi, k es un cardinal
regular en M|[G].

Ahora, si k es un cardinal singular en M[G], entonces x = |J, ., o, donde para
cada v < K, oy, < K y es un cardinal. Es claro que x = {J,_,, @} . Ademas, para cada
v < K, af es un cardinal regular en M y es menor a 1. Entonces, a,, es un cardinal

en M[G]. Asi, k es una union de cardinales en M[G]. Por lo tanto, x es un cardinal
en M|G|. O

Ahora exploraremos como podemos preservar cardinales > 1.

Lema 3.2.5. Sean Q un forcing en M y ¥ un cardinal infinito de M. Se cumple lo
stguiente.

1. Q preserva cofinalidades si y solo si para todo ordinal limite 5 en M,

si (B es reqular)M | entonces (B es reqular)MIG],

2. 8i Q preserva cofinalidades > 1, entonces Q preserva cardinales > . Mds ain,
st ¥ es reqular en M, entonces Q preserva cardinales > 9.

Demostracion. 1. Para la parte no trivial, sean v un cardinal en M y 3 = cf(y)M.
Veamos que cf(7)MI¢ = 3. Como 3 es regular en M, se tiene que 3 es regular en
MIG]. En M sea A C + cofinal en 7 tal que ot(A) = /3. Entonces el tipo de orden
de A en M[G] es (B pues este concepto es absoluto para modelos transitivos.
Ademaés, «A es cofinal en v» es una formula Ag por lo que también es absoluta
para modelos transitivos. En consecuencia,

(7)) = ct(ot(4)) = ct(8)9) = .

2. Como Q preserva cofinalidades > ¢/, por el inciso anterior tenemos que M y
M|G] tienen los mismos cardinales regulares > vJ. Ahora, si K > v es un cardinal
singular tenemos que k es el supremo de cardinales regulares > 1. De manera
que k es un cardinal en M[G]. Si k es regular, entonces por el inciso anterior,
se preserva y por lo tanto se preservan todos los cardinales > 1. ]

Para verificar que todo cardinal singular x > 1 es el supremo de cardinales regulares
> o) basta con tomar una sucesion cofinal de cardinales en (p; : i < cf(k)) en Kk y
considerar p; =y, los cuales son cardinales regulares y también forman un conjunto
cofinal en k. Lo anterior no aplica a 9 cuando este es singular. Asi que para poder
afirmar la preservacion de cardinales > 9 pedimos la regularidad de ¢. A continuacion
se presenta un lema que destaca la importancia de los forcing que cumplen la 9¥-CC.
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Lema 3.2.6 (de aproximacion). Sea 9 un cardinal no numerable en M y Q un forcing
en M que cumple la 9-CC Consideremos A, B € M, G un filtro genérico sobre M y
f € M[G] una funcion f: A — B. Entonces, hay una funcion F': A — P(B) tal que
F € M, para todo a € A, f(a) € F(a) y (|F(a)| < 9)M.

Demostracion. Sean p € Gy f un nombre tal que p IF <<f: A — By . Consideremos
F: A— P(B) dada por

F(a) ={be B:3q < p(qlF<f(a) =b»)}.
Sea a € Ay veamos que f(a) € F(a). Llamemos b = f(a). Entonces,
M[G] =«f(a) = b».

Asi, existe r € G tal que r |I—<<f(a) = b». Como G es filtro, hay ¢ < p tal que
qIF<f (a) = b». Es decir, b€ F (a). Para la segunda parte usaremos que el Axioma de
Eleccion es verdadero en M. Para cualesquiera a € A y b € F(a) sea g, < p tal que
@ IF«f(a) = b». Entonces, {g, : b € F(a)} C Q y si b,c € F(a) son distintos y hay
r<qyr < q.entonces para todo H filtro genérico sobre M tal que r € H, se tiene
que p, ¢y, g € H y entonces M[H | =«f: A— B A fla) =b A f(a) = & pero esto no
puede ocurrir. Esto nos dice que {g, : b € F'(a)} es una anticadena, por lo que tiene
tamano menor a ¥. De esta forma, |F'(a)| < |{g : b € F(a)}| < 9. O

Corolario 3.2.7. Sean ¥, M, Q, G, A, B, f como en el lema anterior con |A|M < 9.
Si x =Im(f), exviste D € M con |D|™ <9 tal que x C D.

Demostracion. Sea F' la funcién dada por el lema de aproximacion y D = (J .4 F'(a).
Entonces, D € M y |D| < |A| - sup,c4 |F(a)|™ <9 -9 =49. Es claro que 2 C D. [

El hecho de que podamos aproximar cualquier funcién al momento de forzar con
forcings que son ¥-CC juega un papel crucial al momento de preservar cardinales como
lo muestra el siguiente teorema.

Proposicion 3.2.8. Si Q es un forcing en M, ¥ es un cardinal reqular en M y Q es
9-CC en M, entonces Q preserva cofinalidades > v y, por lo tanto, cardinales > 1.

Demostracion. Supongamos lo contrario, para llegar a una contradiccion. Entonces,
por el lema [3.2.5] tenemos que existe 5 > ¢ en M un ordinal limite regular tal que
no es regular en M[G]. Es decir, en M|[G] existe & < § y una funciéon f: o — ( de
imagen cofinal en [3. Por el lema de aproximacion [3.2.0 existe F' € M una funcion
F: o — P(B) tal que para todo & < «, f(&) € F(€) vy (|F(&)] < 9)M.

Consideremos S = {J,_, F'(§). Entonces, S € M, es no acotado en 8y [S| < 3.
Entonces cf(3)" < 8 lo cual contradice el hecho de que 3 es regular en M. n

Nuestro siguiente objetivo es explorar cardinalidades de anticadenas en Fn(7, J, \).
Demostremos que si |J| > 2, Fn(I, J,\) cumple con la ¥ = (]J|<*)T-CC. Para esto
supongamos que {p¢ : £ < ¥} es una anticadena de tamano ¥ y consideremos los
siguientes casos.
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= (A es regular). Veamos que A = {Dom(p¢) : £ < ¥}, A y ¥ cumplen las hipotesis
del lema del A-sistema.

e Sabemos que A < 2<*. Asi,

A S 2<)\ S ’J|<)‘ < (|J|<>\>+ = .

e Veamos que |A| = ¥. Por definicion, |A| < 9. Para ver que |A| > 9 notemos
que para cada d € A, |d| < A. De esta manera,

[{p € P: Dom(p) = d}| < |J|1 < [J|<*.

Asi, si |A| < |J[<*, entonces

[{pe 1 € <9} <Y {p: Dom(p) = d}| < |J|* < 0.
deA

Lo cual es una contradiccion. Luego, |A| > |J|<*. Es decir, |A| > 9.

e Tomemos un cardinal o < . Entonces, a < |J|<*. Como A es regular,

(|J]|<M)<* = |J|=*. De esta forma, |a<*| < 9.

Asi, por el lema del A-sistema [2.3.7 hay X C ¢ tal que |[X| =1y

{Dom(pe) : £ € X}

forma un A-sistema con raiz r. Como |r| < A, entonces hay menos de ¢ po-
sibilidades para pe [, por el principio de casillas 2.2.3] existe Y C X tal que
Y| =9 y para todo £ € Y, pe [, son los mismos. De esta manera, {p, : o« € Y}
es un conjunto de condiciones compatibles lo cual es una contradiccion a ser
anticadena.

= (X es singular). Como ¥ es regular y mayor a A, tenemos una funcion entre ¢
y A, a saber 1 — |p,|. Asi, por el principio de casillas, hay un § < A tal que el
conjunto {€ < ¥ : |pe| = &} tiene cardinalidad o). Es claro entonces que hay un
cardinal regular ' < X tal que Y = {€ < ¥ : |p¢| < N’} tiene cardinalidad o). Asi,
podemos aplicar el razonamiento anterior a {p¢ : £ € Y’} para concluir lo que
deseamos.

En general, no podemos decir mucho acerca de si se preservan los cardinales < 9,
para esto tendremos que dar otro tratamiento.

Lema 3.2.9. FEl forcing P = Fn(I, J,\) es A-cerrado cuando X\ es un cardinal regular.

Demostracion. Sean 6 < Ay {pe : £ < §} una sucesion decreciente de elementos de P.
Entonces, ¢ = U5 <5 De s una extension comiin de cada miembro de la sucesion. [

La importancia de los forcing A-cerrados es que no agregan subconjuntos acotados
de A. Es decir, en la extension genérica no forzamos nuevos subconjuntos de ningtin
a < A como lo dice el siguiente lema
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Lema 3.2.10. Sea Q un forcing en M, G un filtro Q-genérico sobre M y X\ un cardinal.
Supongamos que Q es A-cerrado en M. Consideremos A, E € M tales que (|A| < \)M,
f:A— E vy fe M[G|. Entonces f € M.

Demostracion. Sea § = |A|M y supongamos, sin perder la generalidad, que A = 4.
Tomemos también, f un nombre para f vy p € G tal que p IF«f = f». Es suficiente
probar que existen h: d = Een My ge Q tal que ¢ < py ql-«f = hy.

Construiremos dos sucesiones, (p, : 7 <) CQy (z,: n < J) C E por recursion
transfinita en M tales que

= Do =D,
» para cualesquiera n < A < d,se tiene que py < p,, ¥

= para todo 7 < § py41 IF f(n) = Zy.

Sea py = p y supongamos que tenemos contruido a p,. Como p, < p, tenemos
que p;, F«f: 6 — E». Es decir, py IF 3z € E(f(n) = z). Entonces, existe z, € E'y
Pn+1 < py tal que p,q IF f(n) = Z,. Ahora si 7 es limite y (pe : £ < 1) esta construida
tomamos p, como una cota inferior de (pe : £ < 7)), existe pues Q es A-cerrado. Ahora,
de la misma manera, como p, < p, existe z, € E tal que p, IF f(n) = Zp. )| Sea
g: 6 = E dada por g(n) = 2, y ¢ = ps. Entonces, g € M y por construccion, para
todo £ € 9, ¢ IF g(vf) = f(f) Ademés, como ¢ < p, ¢ € G. De esta manera, ¢ I f = g.

Por lo tanto, f € M. ]

Proposicion 3.2.11. Sean A\ un cardinal reqular en M y Q un forcing en M que es
A-cerrado en M. Entonces, Q preserva cofinalidades < X\ y por lo tanto, cardinales
menores o iquales a .

Demostracion. Si no, por el lema [3.2.5] existe k < A un cardinal regular en M pero
singular en M[G] y entonces hay o < k y una funcion cofinal f: a — k en M|[G| pero
entonces, por el lema |3.2.10] f € M lo cual contradice la regularidad de x en M. [

Proposicion 3.2.12. Trabajando en M, supongamos que P = Fn(I,J,\) donde
A > Ny es un cardinal regular tal que 2<* = X y |J| < X. Entonces, P preserva
cofinalidades y por lo tanto cardinales.

Demostracion. Como A es regular, Fn(, J,;\) es A-cerrado en M y por lo tanto
preserva cofinalidades menores o iguales a A. Ahora, como 2<* = Xy [J| < ),
|J|<* < 2<* = \. Es decir, P tiene la A*-CC. En consecuencia, por el teorema
P preserva cofinalidades mayores o iguales a AT. Por lo tanto, P preserva
cofinalidades. O

Proposicion 3.2.13. Trabajando en M, supongamos que P = Fn(k x X, 2, \) donde
Kk, \ son cardinales tales que Kk > X > Ry, X es reqular, K* = k y 2<* = \. Entonces, P
preserva cofinalidades, cardinales y (2* = x)ME],

3El lector observador habra notado que hicimos uso de el Axioma de Elecciéon en M.
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Demostracion. Por m, (2 > k)MICl Solo resta demostrar que (2* < k)Ml Es
claro que, en M, P tiene cardinalidad x<* = k y por lo anterior, tiene la AT-CC. Asi,
hay a lo mas k* = k anticadenas en P. En consecuencia, hay a lo méas x* = & buenos
nombres para los subconjuntos de A, a saber (7, : a < k). Entonces, en M[G] hay una
funcion f con dominio s tal que para todo a < k, f(a) = valg(7,). Haciendo uso del

lema [2.5.10, podemos concluir que P(A) C Im(f). Por lo tanto, (2* < k)M, O

Notemos que si M = GCH, entonces la condicion x* puede reemplazarse por
cf(k) > Ay 2<% = X se sigue de que ) es regular. Es claro que con esto podemos
hacer que GCH no se cumple en un cardinal regular, incluso en una cantidad finita de
cardinales. Por ejemplo, si en M se cumple GCH y tenemos P = Fn(w; X ws, 2, ws),
como wy es regular y cf (w7) = wr > we, por el teorema anterior, P preserva cardinales
y si G es P-genérico sobre M,

(sz = UJ7)M[G].

Ademas, por el lema de aproximacion [3.2.6] (+12)M = (*12)M[C]. Asf que si F es una
funcién sobre de wy en “12 en M, entonces también hay una funcién sobre de w, en “12
en M[G]. Asi, (21 = wy)MIE y anadlogamente (2% = w; )M, Ahora, sean N = M[G] y
Q = (Fn(ws x wy,2,w1))Y. Como (2“1 = w)N, Q preserva cardinales. Ademas, si H
es un filtro Q-genérico sobre N, repitiendo el mismo argumento que hicimos con M[G]
se demuestra que N[H] es modelo de CH. Ahora, como (2¢2 > wy)V, (2¥2 > w, )NV,
Es claro que en N, Q tiene la wy-CC y |Q| < wy*. Asi que solo hay ((ws)*")“? = wy
buenos nombres para subconjuntos de wo. Es decir, (242 = wq)V [1] Finalmente por el

teorema anterior,
<2w1 = (,U5)N[H].

Con lo anterior tenemos que si ZFC es consistente, entonces también lo es
ZFCH+CH+«29 = ws»+«242 = wq».

Es importante notar que para lograr esto tuvimos que proceder hacia atrds. Es decir,
tuvimos que forzar primero que 2“2 = w7 y después que 2“' = ws. Si empezaramos
con P = Fn(ws X wy,2,w;) en M, entonces N sigue cumpliendo 2" = w;. Luego,
2592 £ (. Bs decir, Q = (Fn(w; X wy,2,ws))Y no preservaria cardinales. Con esto
obtenemos un método para poder forzar la exponenciacion de cardinales regulares un
ntmero finito de veces.

Si, por ejemplo, queremos forzar a que para toda n € w, 2" = w,, 44, deberiamos
empezar a forzar la igualdad mds grande, lo cual no tiene sentido. Easton logro6 resolver
este conflicto y demostrar que podemos forzar la exponenciaciéon con cardinales
regulares a nuestro deseo, siempre respetando el lema de Konig (cf(2*) > \) y la
monotonia (k < X implica 2% < 2}). Véase |3] para una exposicion a detalle.

3.2.1. Cardinales Singulares

. Podemos decir que el problema de la exponenciaciéon cardinal queda resuelto?
., Qué pasa con los cardinales singulares? Consideremos M un CTM de ZFC y en M el
forcing P = Fn(X,,,2,R,,) junto con G un filtro P-genérico sobre M. Sabemos que en
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MIG], F =|JG es una funciéon de X, en 2. Veamos que podemos definir una funcion
de w en N, sobreyectiva.

Sea A = F~1[{1}] y definamos h: w — XN, como

ot((An, Bn)) st ANN, 41 contiene un segmento final de N, y
h(n) = AN B, tiene maximo,
0 en otro caso,

donde £, = min{a < N, : [a,N,11) € ANN, .1} vy A\, = méx AN G, como se
muestra en el siguiente dibujo.

)‘n Bn

| |
i 0 1 0 1 0 0 o0 0 0 1 1 1 1 - |

Nn+1

Notemos que si 5 < N, existe n; € w tal que f < N,,,. De la misma forma, si
p € G, hay un ny tal que | Dom(p)| < V,,. Sin perder la generalidad supondremos que
B <N, Dom(p) C N, y | Dom(p)| < N,,. En consecuencia, Dom(p) N R, es acotado
en W, ;. Sean d,,1 = sup{Dom(p) "R, 1} + 1y ¢ dada por

p(a) si a € Dom(p),

1 sia= (5n+1,

0 sia € (6nt1, 0011 + 0),
1 sia € [Opq1 + B, Rpp1).

De esta manera, ¢ € Py como p C ¢, entonces ¢ < p. Asi,
q |- «existe n € w tal que h(n) = B».

Luego, D = {q € P : ¢ IF «existe n € w tal que h(n) = B»} es denso. De esta
manera, G N Dg # @, es decir, h es una funcion sobreyectiva en M[G]. Se sigue que,
N, no es cardinal en M[G]. A continuacion, se presenta un dibujo de la funcién ¢ para
entender la sobreyectividad de h.

Dom(p)

p(a) 1 0 1

El argumento anterior se adapta a P = Fn(\, 2, \) para demostrar que si A es un
cardinal singular, entonces P colapsa a A. Esto quiere decir que la exponenciacion
cardinal no queda resuelta con el forcing estudiado hasta el momento. Mas atn, nos
deja ver que los cardinales singulares requieren un analisis combinatorio especifico. Esto
motiva el estudio de la Hipotesis del Cardinal Singular que veremos en los siguientes
capitulos.
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Gracias al trabajo de Easton, la exponenciacién en cardinales regulares queda
esencialmente entendida. Por ello, desplazaremos nuestra atenciéon a estudiar la GCH
solo para cardinales singulares. Este enfoque produce un enunciado, que da titulo a
esta tesis, el cual, en su forma més general, establece lo siguiente.

Hipétesis del Cardinal Singular (SCH). Si k es un cardinal singular que cumple
2¢1(%) < k. entonces k") = gt

Veamos que GCH implica SCH. En efecto, si k es un cardinal, sabemos que
r < k%) por lo que Kt < k). Por otro lado, si & es singular, tenemos que, como
cf(k) < K, k¥ < gF = 2% = k. De esta forma, bajo GCH, x(®) = £,

Un avance decisivo lo tuvo Silver en 1977 que, mediante técnicas de conjuntos
estacionarios, demostré que si la Hipotesis del Cardinal Singular se cumple para todos
los cardinales singulares de cofinalidad numerable, entonces se cumple para todos los
cardinales singulares. Este resultado es de hecho muy importante, pues limita atn
més el estudio de esta hipotesis a solo los de cofinalidad numerable. La demostracion
clasica se puede encontrar en [6].

El objetivo de este capitulo es construir un modelo en donde la SCH falle. Esto
bajo la suposiciéon de que existe un cardinal supercompacto k. Para esto, haremos
una iteracion de longitud x + 1 en donde la extension genérica resultante cumplira
que 2 > kT. Después, utilizaremos Prikry forcing para cambiar la cofinalidad de &
preservando cardinales.

4.1. Grandes Cardinales

La dificultad de exhibir un ejemplo distinto a w de un cardinal limite regular viene
de que dicho cardinal debe ser muy grande. De hecho, si X, es un cardinal limite no
numerable y regular, entonces R, = cf(X,) = cf(a) < a y por lo tanto, 8, = «a. Es
decir, un ejemplo del estilo debe ser un punto fijo del funcional dglef. Ademaés, se puede
demostrar que si k es un cardinal limite no numerable y regular, L, (el estrato x de la
jerarquia de los conjuntos definibles) es modelo de ZFC (ver [5]), es decir, jdesde ZFC
no se puede demostrar la existencia de k! A este tipo de cardinales se les conoce como
débilmente inaccesibles y es el primer cardinal grande que se tiene. En general a
un cardinal se le llama un cardinal grande cuando no podemos demostrar su existencia

45
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desde los axiomas.

Hasta ahora exploramos propiedades que cumple w, ser regular y limite. Nos pre-
guntamos por la existencia de un cardinal mayor a w con esa propiedad y encontramos
un cardinal grande. Decimos que un cardinal x es fuertemente inaccesible si es no
numerable, regular y para todo A < x, 2" < k. De igual forma, si consideramos a Vi
el estrato x del universo, se puede demostrar que si x es fuertemente inaccesible, V,
es modelo de ZFC (ver [5]) por lo que no podemos demostrar su existencia desde ZFC.
Esto, de nuevo, es una extension de una propiedad que ya se cumple en w.

En realidad el estudio de los cardinales grandes aparece de manera natural en otras
ramas de las matematicas. Por ejemplo, en su tesis titulada El problema de la medida,
Lebesgue se pregunta si existe una funcion, llamada medida, i : B(R) — [0, 00), donde
B(R) son los subconjuntos acotados de R, tal que

1. p no es la constante 0,

2. p es invariante bajo traslaciones, es decir, u(X) = pu(Y), donde ¥ = {x +r :
reX}tyreR.

3. 1 es o-aditiva, es decir, si {X,, : n € w} C B(R) es una coleccién numerable de
conjuntos ajenos por pares cuya union pertenece a B(R), entonces (|, ., Xn) =

2 new M(Xn).

Lebesgue desarroll6 su medida para dar soluciéon a este problema. Después, Vitali
construy6 un conjunto que no es Lebesgue medible con ayuda del axioma de eleccion. En
este, se hace uso de las condiciones 1-3 descritas anteriormente por lo que el problema
de la medida no tiene solucion bajo AC. Banach propuso cambiar la condiciéon 2 por
la condicion de que pu({x}) = 0 para evitar soluciones triviales. Banach y Kuratowsky
demuestran que bajo CH esta nueva version del problema de la medida tampoco tiene
solucion.

Notemos que por las condiciones 2 y 3, u esta determinada por sus valores en
P([0,1]) asi que el problema de la medida de Banach en realidad puede generalizarse
al siguiente: ;Existen S # @ y una funcion p: P(S) — [0, 1] de tal manera que

L pu(S) =1,
2. para todoz € S, u({z}) =0,y

3. si {X,, :n € w} CP(SY) es una familia numerable de conjuntos disjuntos por
pares? IU“(UnEQJ Xn) = ZnEw M(Xn)

Dicha funcién sera llamada una medida sobre S y diremos que es A-aditiva para
un cardinal A si para toda familia de conjuntos ajenos por pares de cardinalidad menor
a A {X,:a <A} CP(S), se tiene que

p((J Xa) =D u(Xa) = sup {Zu(Xa) S € N“’} :

a<\ a< acsS

Esto nos lleva a la siguiente definicion.
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Definicion 4.1.1. Decimos que un cardinal k es medible real valuado si existe una
medida k-aditiva sobre él.

Notemos que si k es un cardinal medible real valuado, entonces es regular, pues si
X C k es tal que | X| < k, entonces pu(X) = 0. En particular, cualquier subconjunto
cofinal de tamano menor a x tiene medida cero mientras que x mide 1. Més atn, en
su tesis doctoral, Ulam desarrollé una herramienta combinatoria ahora conocida como
matriz de Ulam que ayud6 a demostrar que si k es un cardinal medible real valuado,
entonces es un cardinal inaccesible.

Decimos que A C k es un atomo para p si u(A) > 0 y para todo B C A,
w(B) = u(A) o p(B) = 0. Esto anadié una bifurcaciéon en su estudio, en donde
ambos caminos tienen consecuencias muy interesantes. Por un lado, si hay una medida
r-aditiva y sin dtomos sobre , entonces x < 2% y existe una medida sobre R que
extiende a la medida de Lebesgue. Para una demostracion de esto, ver [5]. Aqui
comenzamos a ver céomo la existencia de estas medidas influyen en la aritmética
cardinal.

Ahora, supongamos que hay una medida k-aditiva m con un atomo A sobre k.
Entonces, p: P(k) — R dada por u(X) = m(X N A)/m(A) es una medida k-aditiva
sobre k. Ademas, como X NAC A, m(XNA)=0o0m(XNA)=pu(A) por lo que la
imagen de u es {0, 1}.

Estamos en condiciones de demostrar lo siguiente para g como la definimos arriba.

Proposicion 4.1.2. U = {X C k: u(X) = 1} es un ultrafiltro k-completo

Demostracion. Para ver que U es ultrafiltro sobre x sean X,Y € U. Notemos que
X = X\Y)UXNY)yY = (Y\X)U (Y NX)porloquesi XNY ¢ U,
L=p(X)=p(X\Y)+u(XNY)=puX\Y). Asi, X \ Y € U y de manera anéloga,
Y \ X € U. En consecuencia, u(X UY) = (X \Y)+ pu(Y \ X) =2 lo cual no puede
ocurrir. Ahora, si X e Uy X CY, 1 < pu(X) < u(Y). Es decir Y € U. Ademas, si
XCryX U, u(X)=0y entonces u(k \ X) =1 por lo que K \ X € U.

Para ver que es k-completo tomemos A < k y (J{Ya : @ < A\} € U, sin perder la
genralidad podemos suponer que son ajenos por pares. Entonces, (| J{Y, : aa < A}) =1
por lo que existe o < A tal que u(Y,) > 0. Es decir, existe o < A tal que Y, € U. Asi,

por el lema [2.4.10, U es x-completo. O

De hecho, si U es un ultrafiltro x-completo sobre k, la funcién indicadora de U es
una medida k-completa sobre k. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 4.1.3. Un cardinal k > w es medible si hay un ultrafiltro k-completo
sobre él.

Sabemos que todo ultrafiltro es w-completo por lo que nuevamente el ser medible
es una generalizacién de algo que ya sucede en w. Este patron refleja la naturaleza
de los axiomas, recordemos que para construir a w, se tuvo que agregar el axioma de
infinito.

La siguiente proposiciéon muestra la relacion que hay entre los cardinales medibles
y los encajes elementales.
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Proposicion 4.1.4. Supongamos que k es un cardinal medible, que U es un ultrafiltro
k-completo y sea j: V < M = Ult(V,U). Entonces, crit(j) = k.

Demostracion. Notemos que si hay § < k tal que j(6) > 0 podemos tomar a o como
el minimo que cumple esa propiedad. De esta manera, si [f] = «, entonces [f] < j(«),
es decir, {€ < k: f(§) < a} € U. Asi, por el lema [2.4.10] existe 8 < « tal que
{¢ < k: f(§) =P} € U. En consecuencia, [f] = j(8) = [ lo cual no puede ocurrir.

Ademés, para todo « < k, k \ {a} € U. Luego, como U es k-completo, si B C k
es acotado, Kk \ B = [ ,.gk \ {a} € U por lo que B ¢ U. Asi, para todo o < k,
{{:a<é<k}el.

Tomemos id: k — k. Es claro entonces que para cada a < k se tiene que

aeB

o = j(a) < [id] < j(+)
Por lo tanto, x < [id] < j(k) y entonces k = crit(j). O

Proposiciéon 4.1.5. Si existe un encaje elemental j: V < M donde M es un modelo
interno, entonces crit(j) es un cardinal medible.

Demostracion. Sea k = crit(j). Entonces, k > w pues todo ordinal menor o igual
a w es definible y 7 es un encaje elemental, es decir, para todo n < w se tiene que
j(n) = n. Ahora veamos que cf(k) = k. Supongamos, para llegar a una contradiccion
que p = cf(k) < k. Entonces, existe f: u — k tal que f[u] es cofinal en k. Por
elementaridad tenemos que j(f): j(u) — j(k) es tal que j(f)[j(1)] es cofinal en j(k).
Como p < k = crit(j), j(pu) = p. Asi, j(f): p— j(k) es tal que j(f)[u] es cofinal en
Jjlk]. Ademés, como para todo 0 < pu, (4, f(5)) € f, entonces (j(0),j(f(0)) € j(f). Es
decir, j(f)(5(5)) = j(f(0)) pero j(6) = §. Asi, para todo 6 < p tenemos que j(f)(d) =
§(f(6)). Sin embargo, f(6) < « asi que j(f)(6) = f(6). Ast, j(f)[u] = flu] € & lo
cual no puede ocurrir pues k < j(k). Esto demuestra que k es un cardinal regular no
numerable.

Finalmente, consideremos U = {X C x: k € j(X)} y veamos que es un ultrafiltro
k~-completo.

Para ver que es filtro notemos que como xk < j(k), k € U. Ademés, como j es
encaje elemental, (&) = @ por lo que & ¢ U. Ahora sean X € U y X C Y. Entonces,
J(X) Cj(Y) porlo que k € j(Y). También, si X, Y € U, j(XNY) =j(X)NjY).
Por lo tanto, X NY € U. Para ver que es ultrafiltro notamos que si Y C &, entonces
kejkr)=7jY)Uj(k\Y),esdecir, Y eUor\Y €U.

Aunado a lo anterior, como para todo o < s, j({a}) = {j(a)} = {a}, U no
contiene conjuntos de cardinalidad 1 por lo que es un ultrafiltro no principal. Solo
resta ver que U es k-completo. Paraestoseay < ky f: 7 — U, debemos demostrar que
K € J(MNaery F(@) = MNacjiy) J(f)(a). Como j es encaje elemental, j(f) es una sucesion
de subconjuntos de j(k) de longitud j(7). Ademds, como hicimos anteriormente, para
todo av < 7y se tiene que j(f)(j(«)) = j(f(«)). Luego, como para todo o < 7, j(a) = «,
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Asi,

o

= () i)

a<j(v)

M) (@) = ( f(a)>
)(

Notemos que como f(a) € U, k € j(f(«)). Luego, por lo anterior, x € ﬂa<j(7) J()().
Ademés, como k € U y U es un ultrafiltro sobre k, k es regular y por lo tanto un
cardinal. O]

El siguiente teorema nos ayuda a entender como se comportan los grandes cardinales
y cuél es su importancia en el estudio de la aritmética cardinal.

Proposicion 4.1.6. Sean k un cardinal medible, U un ultrafiltro x-completo sobre
k>wyj: V<M=Ul(UV). Entonces,

1. j lv,=1d v, Ve = VY,
2. 28 < (29M < j(rk) < (29)F y
3. "M C M.

Demostracion. 1. Como j es no trivial, podemos tomar x de rango minimo, digamos
rank(z) = 0, tal que j(x) # x. Sabemos que si y € =, y = j(y) € j(z). Es decir,
x C j(x) y entonces § < rank(j(z)). Consideremos z € j(z) \ x. Notemos que si
rank(j(x)) = d, rank(z) < 0 y como z € j(z), z = j(z) € j(z). Asi, como j es
encaje elemental, z € x lo cual es una contradiccion. Es decir, rank(j(z)) > 6.
Ademas, como rank(z) = J, § < rank(j(x)) = j(9). Pero como crit(j) = &,
rank(z) > k.

De la misma forma, si x C V, y y € x, entonces y € V., y y = j(y) € j(z).
Analogamente, por elementaridad de j, tenemos que x = j(x) N V,. Por lo tanto,
Vit1 = Vfﬁl-

2. Como Vi1 = VM, P(k) = P(k)M. Ademas, M C V por lo que 2% < (27)M.
Ademaés, como k es inaccesible, j(k) es inaccesible. De esta manera tenemos
que, (25)M < j(k). Por dltimo, sabemos que j(k) = {[f] : f €F k} por lo que
J(r) < (27)7

3. Tomemos {[f,] : @ < k} € M. Debemos encontrar g: K — V que cumpla
lg] = {[fa)] : @ < k}. Sea h: Kk — & tal que [h] = k. Para cada £ < K sea
g(&): h(§) = V tal que g(&)(a) = fu(§). Asi, por el teorema de Los, [g] es una
funcion de [h] = k en V tal que [g](a) = [fa]- O

Esto pone sobre la mesa el qué tan parecido es M a V. Por 2 del la proposicion
4.1.6] sabemos que V' # M entonces podriamos preguntarnos qué tipo de cardinales
son aquellos en los que V' = M. A este tipo de grandes cardinales se les llama cardinales
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de Reinhardt. En 1971, Kunen demuestra que la existencia de cardinales de Reinhardt
es inconsistente con ZFC. Tratemos de explorar un poco més con el inciso 3 de la
proposicion [4.1.6]

Afirmacion: Bajo las hipotesis de la proposicion anterior, j[k™] es cofinal en
Jj(k1). En efecto, sea [f] < j(k1). Entonces ¢g: k — V dada por

_Jf(y) st f(y) < kT,
M‘{o st f(7) > K,

es tal que {y < k : g(y) = f(v)} € U, pues [f] < j(kT). Es de(:1r sin perder
la generalidad, podemos suponer que para todo v < k, f(y) < k*. Consideremos
a = sup(Im(f)) + 1 < k™. De esta manera, [f] < j(a) < j(kT). Es decir, j[kT] es
cofinal en j(k™).

Con ayuda de esto, recordemos que k* < j(k*) y como j es encaje elemental,
j[T] tiene tipo de orden ™ por lo que j[kT] ¢ M pues M =«j(k™) es regulary. Es
decir, *" M ¢ M. Esto motiva la siguiente definicion.

Definiciéon 4.1.7. Sean k y A cardinales tales que w < k < A. Decimos que k es
A-supercompacto si existe una clase transitiva M y un encaje elemental j: V < M
tal que

1. j es la identidad en V,,

2.5ix CMuyle| <\ xeM,y

3. j(k) > K.

Cuando k es \-supercompacto para todo \ > k diremos que k es supercompacto.

Se puede demostrar que todo cardinal A-supercompacto es un cardinal medible
que, a su vez, es un cardinal inaccesible y que estas implicaciones son estrictas, es
decir no siempre se cumple el regreso. Es decir, si suponemos la consistencia de ZFC
con un cardinal supercompacto podemos obtener un modelo de ZFC en donde ya
no existan los cardinales supercompactos pero si un cardinal medible, etc. De esta
manera tenemos una nueva jerarquia ahora con cardinales grandes, que hoy en dia
son utilizados para medir la fuerza de consistencia de un enunciado. Si de suponer
la consistencia de ZFC con un cardinal grande se deduce la consistencia de ZFC
con el enunciado, entonces decimos que la fuerza de consistencia de ese enunciado
es a lo mas el cardinal grande. Si ademas se vale la implicacion reciproca, hablamos
de equiconsistencia. Terminamos el capitulo demostrando propiedades de cardinales
medibles que nos seran tutiles més adelante.

Un filtro F' sobre un cardinal x es normal si es cerrado bajo intersecciones
diagonales, es decir, si para todo o < k se tiene que X, € F, entonces A, . X, € F.

Proposicion 4.1.8. Si k es un cardinal medible, entonces existe un ultrafiltro k-
completo y normal sobre él.
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Demostracion. Sean U un ultrafiltro k-completo sobre k y j: V < M = Ult(V,U) un
encaje elemental tal que crit(j) = k. Consideremos

U={ACk:rkejlA}

Demostremos que U’ es un ultrafiltro k-completo sobre . En efecto, si A € U’
y A C B entonces j(A) C j(B). Asi, como k € j(A), K € j(B) por lo que B € U'.
Ademas, si A, B € U’, entonces k € j(A) Nj(B) = j(AN B). De esta manera,
ANB e Uy U es filtro. Para ver que es “ultra” notemos que si A € U’, k € j(A), es
decir, kK ¢ kK \ j(A) = j(k \ A). En consecuencia, k \ A ¢ U'.

Veamos que U’ es k-completo. Para esto sean a < k y f: @ — U’. Demostremos
que (e, f(§) € U’, es decir, que k € j(f(§)) para todo § < a. Como j es un
encaje elemental j(f): j(a) — P(j(k)). Pero k = crit(j), entonces j(a) = «, es decir,
J(f): a = P(j(k)). Ademés, como crit(j) = k, para todo & < a £ = j(§). Luego,

J(E) =3 GE)
= J(f(£))-

Se sigue que, como para todo £ < a f(§) € U’,

ke [Vi(FE€)=[)iNE =i (ﬂ f(f)) :

(<a (<a E<a

Por lo tanto, (., f(§) € U" y U’ es r-completo. Finalmente, y de manera similar
a la k-completitud, veamos que U’ es normal.

Consideremos g: k — U’. Debemos demostrar que A,.g(a) € U’, es decir que
K€ J(Aacng(@)) = Dacji(9)(), lo cual es equivalente a demostrar que

w K <j(K),y
» para todo a < K, K € j(g)(a).

Como crit(j) = k, k < j(k) por lo que solo falta ver el segundo punto. Sea a < k.
Sabemos que j(g): j(k) = P(j(k)) y, como argumentamos anteriormente, para todo
a < K, j(g)(a) = jlg)(J(a)) = j(g(a)). Asi, como g(a) € U’, para todo o < k,
k€ j(g9(a)) = j(g)(a). Es decir, k € Aqej)j(g)(a). Por lo tanto, U’ es normal. [

La siguiente es una proposicion que muestra una propiedad combinatoria muy ttil
de los cardinales medibles.

Proposicion 4.1.9. Si k es un cardinal medible, {o < k : cf(a)) = a} es estacionario
en k[

Demostracion. Sea D un ultrafiltro normal en xk y j: V < M = Ult(V, D) un encaje
elemental. Sea C' un club en k. Entonces j(C) es un club en j(k) y j(C) Nk = C es
no acotado en k < j(k). Asi, k € j(C). Es decir, j(C) contiene un cardinal regular.
Por lo tanto, como j es encaje elemental, C' contiene un cardinal regular. Es decir,
{a < K : cf(a) = a} es estacionario en k. O

ICardinales que cumplen la consecuencia de esta proposicién se les llama cardinales Mahlo y son
cardinales grandes, su existencia no es demostrable desde ZFC.
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4.2. El forcing de Silver

Como sugerimos en la seccidon anterior, la existencia de cardinales medibles dan
luz a encontrar un contraejemplo a CH. Ademés, la proposicién ilustra que
la existencia de cardinales medibles puede modificar la exponenciaciéon cardinal. De
hecho, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 (Scott). Si k es un cardinal medible y para todo pu < K, 2" = pt,
28 = KT,

Demostracion. Sea j: V < M = Ult(U, V) tal que crit(j) = k. Como j es encaje
elemental, para todo u < j(k) se tiene que 2 = u* en M. En particular, como
k< j(k), (25)M = (k*)M. Ademas, por el punto 2 de la proposicion |4.1.6 2% < (27)M

Veamos que (k7)™ = x*. En efecto, sea a < (k)M Entonces, en M, existe una
funcion sobreyectiva f: k — «. Asi, en V existe una funcién sobreyectiva de k en a.
De esta forma, o < k*. Ahora, sea o < k™. De nuevo, existe una funcion sobreyectiva
f: Kk — a. Consideremos S = (f(y) : 7 < k). Como para todo v < k se tiene que
f(v) <ayaC k™ C V., entonces, por el punto 1 de la proposici(’)n para todo
v < K, f(y) € M y entonces S €% M C M. Luego, en M hay una funcion sobreyectiva

de s en a. De esta forma, a < (k1)
Asi,
kPt <28 < (29 = (kDM = kT
Por lo tanto, 2% = k. O

De esta forma, si lo que deseamos es que x sea medible y 2% > k™ necesitamos
forzar que GCH falle debajo de . Esto sugiere que el camino a tomar es iterar el
forcing de Cohen para modificar el tamaiio de 2* en “suficientes” A < k. Sin embargo,
como bien sabemos, al forzar es muy probable que perdamos ciertas caracteristicas, en
este caso deseamos conservar la medibilidad del cardinal x, esta necesidad sera clara
en la siguiente seccion.

Construiremos, a partir de un cardinal x™"-supercompacto s una extension genérica
en donde 2° = k™1 y k es medible. Antes de continuar demostremos el siguiente lema
que usaremos en la prueba.

Lema 4.2.2. Sean k y A cardinales tales que k<* = k, P un forcing \-CC y Q' un
P-nombre cerrado bajo mazximalidad tales que ]]P\ <k ylFp |Q'| < k. Entonces, existe
un P-nombre Q tal que P % Q tiene tamano menor o igual a Kk y es equivalente a P x Q’

Demostracion. Como IF |Q'| < k, podemos suponer, sin perder la generalidad, que
I Q' C k. Para cada nombre ¢ tal que IF ¢ € @', definimos fq: k& = P(P) tal que para
todo a < K, f;(«) es una anticadena maximal de {p € P : p IF ¢ = &}. Como P es
A-CC, para cada a < &, |fs(a)] < A

Veamos que |[{a < k : f;(a) # @} < A. En caso contrario podemos considerar
AC{a < k: fi(a) # @} de tamafio A y h: A — P dada por h(a) = p,, donde
Pa € fy(a). Demostremos que h es inyectiva por contrapuesta. Si h(a) = h(f3),
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palFG=aypalF¢=p. Luego, @ = 3. Asi, {p, : & < A} es una anticadena de
tamano A, lo cual es una contradicciéon a que P es \-CC.
En consecuencia,

{filF e} <> s
p<A
— <A

= K.

Sea Q = U, Usepomar 1@} X fi(@).De manera analoga a la demostracién del
lema [2.5.10| podemos demostrar que |- Q = @'. Ahora consideremos

= <o={((@0),p):plraecQrfenagyf),y

L] 1@ = 1@/.
Asi, si G es un filtro P-genérico, Val(;(éQ) =<g. De esta manera, la identidad es

un encaje denso entre Q' y Q. Por lo que, por el lema anterior, P Q' se encaja de
manera densa en [P x Q. En particular, son equivalentes. ‘
Ademas, | Dom(Q)| < k. Por lo tanto, [P+ Q| < |P|-|Dom(Q)| < k-k=k. O

El siguiente teorema se debe a un trabajo no publicado de Silver y es el teorema
principal de esta parte de la tesis.

Teorema 4.2.3. Si k es un cardinal K+ -supercompacto, entonces hay una extension
genérica en donde k es medible y 25 > k™.

El teorema anterior lo demostraremos con una serie de lemas. Primero definiremos
la iteracion de forcing que usaremos para proceder con la demostracion.

Supongamos que 2¢ = k. Para cada ordinal «, definimos por induccién una
iteracion de longitud «, P,.

1. (Paso sucesor). Supongamos que tenemos definido a P,. De esta forma solo
debemos dar un nombre para un forcing Q, para que P, 1 = P, * Q,.

= Si «v es un cardinal inaccesible, sea Q, un P,-nombre para Fn(a x at™, 2, a)
y

» si @ no es un cardinal inaccesible, sea Q, un P,-nombre para {1,}, el
forcing trivial.

2. (Paso limite) Dado « un ordinal limite, definimos P, de la siguiente manera.

» Si a es un cardinal regular, sea P, el limite directo de (Ps: 8 < a) y

» en otro caso consideramos P, como el limite inverso de (Ps : § < ).
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Hemos dado por recursion a los nombres Q,, y también hemos decidido qué tipo
de limite se usara, con esto terminamos de definir la iteracion.

Tomemos P = P, G un filtro P-genérico y V[G] la extension genérica de V'
con G. Como podemos pensar a P como una iteracion a dos pasos, P, * Q,, con
Q, un nombre para Fn(k x £t 2, k), tenemos que V[G] = V[G,][H,], donde G, es
P.-genérico sobre V' y H, es Q, = valg, (QH)—genérico sobre V[G,].

Lema 4.2.4. Para todo o < k, |Po| < k y |Py| = k.

Demostracion. Por inducciéon sobre a.. Si oo = 1, entonces « no es un cardinal inacce-
sible, asi que, por definiciéon, P, es el forcing trivial por lo que se sigue el resultado.
Ahora, para el caso en el que « es sucesor, supongamos que |P,| < k. Por definicién
de la iteracion, tenemos los siguientes casos.

= Si o no es inaccesible, por definicion, |P,1| < &.

= Si v es un cardinal inaccesible, I, Q, = Fn(a x o+, 2, a). Luego,
Fo |Qa < 2190 = glotl .

Por hipoétesis de induccion, P, es k-CC. Ademés, k<" = k por ser k inaccesible.
En consecuencia, por el lema [4.2.2] tenemos que [Poyi| = [Py * Q4| < . Si fuera
el caso que |P,41| = K, entonces o P, tiene un subconjunto de tamano « o lo
tiene Q,, ningtn caso puede ocurrir por lo que |P,11| < k.

Finalmente, si « es limite, supongamos que para todo 5 < a, |Pg| < k y veamos
que |Py| < . Es claro que |Po| < [[[4., Psl < klel = k. Nuevamente tenemos los
siguientes casos.

» Si a es un cardinal regular, P, es el limite directo de {Ps : § < a}. Por lo
que, si |P,| = &, entonces P, = {p, : 7 < k} y para cada v < k existe § < «
tal que V6 € [B,a), IF5 p,(8) = 15. Esto induce una funcién f: k — o y como
a < k = cf(k), tenemos que existe 8 < « tal que |f~'[{8}]| = k. Esto implica
que P3| > k lo cual es una contradiccion.

= Ahora, cuando « es singular, P, es limite inverso. Asi, es claro que la funciéon
que asigna cada p € P, a {p [5: < a} es inyectiva. Ademas,

[1®:

B<a

< sup{|Pg| : B < o}l < klol = 4.

Como {p [g: B < a} € [[45.,Ps, se sigue que |Py| < £

Para demostrar que |P,| = &, basta con demostrar que |P,| > k. Como k& es regular,
para cada p € P,, podemos tomar «,, < x como el minimo ordinal tal que V¢ € [a,, k),
IF¢ p(§) = 1¢. De esta manera, A = {a, : p € P} es un subconjunto no acotado de
K. [
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Notemos que, como k es regular y limite, por definicion, P, es el limite directo de
(P, : v < k). Ademaés, como

{7 < K : P, es limite directo} = {7y < k : 7 es cardinal regular},

por el lema [4.1.9] tenemos que {vy < & : PP, es limite directo} es estacionario en k.
Luego, por el teorema m tenemos que P, tiene la k-CC. De esta manera, £Vl es
un cardinal regular. Ahora, como |P,| = k y toda anticadena tiene tamafo menor a
k, entonces hay a lo mas k<" = k anticadenas en P,. En consecuencia, dado o < k,
solo hay a lo més k buenos nombres para subconjuntos de . Es decir, en V[G,], para
todo o < k se tiene que 2% < k. Asi, por el teorema [3.2.13] tenemos que Q,, preserva
cofinalidades, cardinales y (2% = x++)VIGH],

Como k es kT T-supercompacto, hay un encaje elemental j: V — M con punto
critico s tal que ® M C M y j(k) > x*F. Entonces, j(P) es una iteracion de forcing
de j(k + 1) = j(k) + 1 pasos. Denotaremos por PM a cada paso de la iteracion. Como
para todo o < K, |P,| < k podemos asumir, sin perder la generalidad, que para todo
a, P, € V,. De esto se sigue que PM = j(P,) = P,

Como k es fuertemente inaccesible en V', k es fuertemente inaccesible en M vy, por
definicion de P,, tenemos que P, = PM.

Lema 4.2.5. P, =P¥ .

Demostracion. Tomemos p € P, v ¢ € Dom(Q,) tales que p I, ¢ € Q,. Como P,
tiene la k-CC, s+ = (k+1)VI%], Ademas, por el corolario , existe D C kx k™ tal
que -, Dom(g) C D y |D| < k. Para cada = € D sea A4 una anticadena maximal de
{p€P,:pl,.q¢(r) =0}y Bl una anticadena maximal de {p € P, : p IF, ¢(z) = 1}.

Notemos que si G; y ¢» son tales que para todo z € D, A?' = A% y Bi = B%,
entonces Ik, g1 = ¢o. Es decir, podemos describir a elementos de P, con sucesiones
de tamano menor o igual a k™ y como x es supercompacto, dichas sucesiones estan
también en M. Por lo tanto, P, = PM . O

Por el lema anterior, G es P2, -genérico sobre M entonces podemos hablar de
M|G] la extension genérica de M al forzar con P .

Lema 4.2.6. Si v C MI[G] es tal que x € V[G] y M[G] [ |z| < kT, entonces
x € M[G].

Demostracion. Como M|G| = AC, podemos suponer que x es un conjunto de ordinales.
Sea & un P,-nombre en V. Como P, tiene la xk-CC, por el corolario hay D € V
tal que |[D| <kt ylFz C D.

Para cada a € D sea A, una anticadena maximal de {p € P, : p Ik, & € &}. Como
Kk es kT T-supercompacto, (A, : @ € D) € M. Claramente z = {a € D : A, NG # &}
y por lo tanto, z € M[G]. O

Llamemos £ = k + 1. Por el lema del factor en M, IP’%E) =P} « IP’?/[j(g). Es claro

que el orden de IP’é” i) S€ puede definir desde V[G] pues recordemos que solo depende
de Gy G e VI[G].
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Lema 4.2.7. Pé”j(g) es kTt -dirigido cerrado en V[G].

Demostracion. Sea A C PgMj(g) un conjunto dirigido tal que V[G] | |A| < kTt y
A € V[G]. Como A € V[G] y V[G] es transitivo, A C V[G]. Ademas, V|[G] C M|G]
debido a la minimalidad por lo que A C M[G] de manera que, por el lema anterior,
A € MIG]. Ademas, por los lemas |3.2.9| y 2.6.10|, ]P’é”j@) kT *-dirigido cerrado en
M|[G] por lo que A tiene cota inferior en M[G] y por lo tanto en VI[G]. O

Consideremos A = {¢* : Ip € G(q = j(p))} y el siguiente lema.

Lema 4.2.8. Todo subconjunto finito de A tiene cota inferior en A. Es decir, A es
un conjunto dirigido.

Demostracion. Sea {qf, ...,q5} C A. Entonces existen py,...p, € G tales que para
todoi € {1,...,n}, qf = j(p;). Entonces, hay p € G tal que para todo i € {1,...,n},
p < pi. Sea ¢ = j(p) y C C k acotado tal que s(p) C C' U{k}, existe pues P, es limite
directo.

Ademaés, como j es encaje elemental, s(j(p)) = s(q) C j(C) U {j(k)}. Pero, como
C' es acotado en k, j(C) = C. De esta manera, s(q) C CU{j(x)}. Mas atn, p [,= ¢ [x.
Por otro lado, comop € G C P, y; = IP’H]‘/[Jrl C M, p € M. De esta manera, pUgq¢ € Pf\é)
y como ¢(k) = 1, para todo i € {1,...,n}, pUq¢® < pU ¢. Es decir, para todo
ie{l,...,n},quqf. ]

Del lema anterior tenemos que A tiene cota inferior en P ), digamos qo. Sean H
un filtro P j¢)-genérico tal que qo € H, Vi = V[G] y My = M|G][H].

Lema 4.2.9. En V1[H], j se puede extender a un encaje elemental j* : Vi — M.

Demostracion. Sea G' = G x H. Notemos que si p € Gy ¢ = j(p), entonces p < q [11
vy ¢ € Hopues qo € Hy q, < ¢°. Asi, ¢ € G’. Es decir, sip € G, j(p) € G'.
Definamos j*: Vi — M; como j*(z) = j(#)™%], donde & es un nombre para
tal que valg(Z) = z. Veamos que j* es un encaje elemental. Para esto, sean 2y, ...,
nombres como anteriormente mencionamos y ¢ una formula tal que V; = p(z1,...,x,).
Entonces, existe p € G tal que p IF¢ ¢(24,...,22). Como j es un encaje elemental,

3(p) i) (i(a1), - - ().

Pero j(p) € G', entonces M; = p(j*(x1),...5"(x,)). Esto también demuestra que j*
esta bien definido. O

El siguiente diagrama muestra la dindmica entre las extensiones genéricas y los
encajes elementales.

V —— V[Gy] — V[G]

| !

M —— M|G] —— MI|G|[H]
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Finalmente, sea U = {X C k: X € V; A k € j*(X)}. Por el lema [£1.2.7] todo
subconjunto de k en Vi[H] también esta en V; por lo que U es un ultrafiltro k-completo
sobre k en Vi[H]. Como Ik, 2° = ™1, entonces V1[H] = |U| < k1T y por el lema
4.2.6, U € V;. Por lo tanto, IF.,1«2% = k™ y k es medible». Lo cual concluye la
demostracion del teorema [£.2.3] O

Como k es medible, es regular por lo que para forzar la negacion de SCH debemos
buscar la manera de hacer a x singular y conservar cardinales. Hacerlo singular es
trabajo facil pues solo debemos agregar una sucesion cofinal de tamano menor a .
Sin embargo, si no se hace este proceso con el debido cuidado, podemos perder la
preservacion de cardinales. Necesitamos cierto control, mismo que conseguiremos con
ayuda del ultrafiltro sk-completo.

4.3. Prikry Forcing

En 1970, Karel L. Prikry introdujo una nocién de forcing que cambia cardinales
medibles en accesibles, este fue su tema de tesis doctoral dirigida por Silver. Este
forcing sigue teniendo mucha relevancia hoy en dia ya que, a través de variaciones
de este, se han mostrado avances importantes en la teoria de conjuntos moderna, se
mencionaran algunos ejemplos més adelante. Para propositos de esta tesis, nos sera
suficiente estudiar la nocién de forcing basica y sus repercusiones en nuestro tema de
estudio.

Definiciéon 4.3.1 (forcing basico de Prikry). Bajo la suposicion de la existencia
de un cardinal medible, k, tomemos U un ultrafiltro /@—completﬂ y sea P el forcing
cuyas condiciones son pares ordenados de la forma (s, A)ﬂ donde s € [k]<¥, Ae Uy
max s < min A. Diremos que (s, A) < (t,B) sit es segmento inicial de s, AC B y
s\t C B.

Es facil notar que dadas las condiciones (s, A) y (s, B), se tiene (s, AN B) como
extension comun. Ademas, es claro que solo tenemos s subconjuntos finitos de k,
de manera que si T C P es de tamano mayor o igual a k¥, entonces hay T C T
tal que toda condicién en él tiene la misma primera entrada y por lo mencionado
anteriormente, 7' no puede ser una anticadena, es decir, P cumple la x*-CC. En
consecuencia, P preserva cardinales y cofinalidades mayores o iguales a x*. Para
intentar cambiar la cofinalidad de k, que es regular, quisiéramos ver que este forcing
agrega un subconjunto no acotado numerable de .

Notemos que si G C P es un filtro genérico,

C = U{p € [k]<¥:3AcU((p,A) € G))}

es un subconjunto a lo mas numerable de k en V[G]. Esto se debe a que si |C| > w,
hay ¢, € C tal que ¢, N C es infinito. De esta forma, existen p € [k|<“ y A € U tales
que (p,A) € G y ¢, € p. De hecho, veamos que ¢, N C' C p. Supongamos, para llegar

2Se hara la convencién de quesia € ky C € U, C\a € U
3De esta forma, p € P significa que p = (s, A).
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a una contradiccion, que existe z € ¢, N C tal que z ¢ p. De esta manera, existen
p e lr|™y A €U tales que (p/,A") € Gy z € p'. Como G es filtro, existe (¢, B) € G
extension de (p, A) y (p', A’). Como (q, B) < (p, A), entonces p es segmento inicial de
q. Por definicion, para todo « € ¢ \ p se tiene que z < ¢, < mixp < a. Asi, z ¢ ¢\ p
por lo que z ¢ ¢. Por otro lado, como (¢, B) < (p/, A"), p' es segmento inicial de ¢, y
como z € p/, tenemos que z € ¢ y esto no puede ocurrir. De esta manera, ¢, Np C p lo
cual es una contradiccion pues p es finito. Por lo tanto, |C| < w. Para ver que |C| = w
usaremos los siguientes lemas.

Lema 4.3.2. Para cada n < w, el conjunto D,, = {(s,T) € P: |s| > n} es denso en
P.

Demostracion. Procedamos por inducciéon sobre n. Si n = 0, el resultado es claro.
Ahora supongamos que D,, es denso y sea (t, R) € P. Por hipotesis de induccion,
hay (r,C) € D, tal que (r,C) < (¢t,R). Si |r| > n el resultado se sigue. Ahora,

si |[r| = n, como maxr < minC, tomando z € C se tiene que C'\ z+1 € U
y maxr U {z} < minC \ z + 1. De esta forma, (r U{z},C\ 2+ 1) € Dyy1 vy
(ru{z},C\z+1) < (r,C) <(t,R). O

Lema 4.3.3. Para cada o < K, el conjunto D, = {(s,A) € P: méxs > a} es denso.

Demostracion. Sean a < k'y (s,A) € P. Como A € U, |A| = K y existe z € A tal que
a < zymaxs < z. De esta manera, (sU{z},A\ z+1}) € D, y es una condicion
menor o igual a (s, A). O

De esta manera, por el lema[£.3.2] para cada n € w, hay (s,T) € G tal que |s| > n.
En consecuencia, |C] > w, es decir, |C| = w. Ahora, por el lema [4.3.3] para cada
a < k podemos encontrar (s, B) € G tal que a + 1 < mixs y méxs € s. Entonces,
max s € C. De manera mas concreta, dado a < k existe g € C tal que a < 5. Es
decir, C' es un subconjunto no acotado de xk de tamano w. Con esto hemos demostrado
que cf(k) = w.

Ya demostramos que P preserva cardinales mayores o iguales a k. Para argumentar
que cardinales menores o iguales a k se preservan necesitaremos de lo siguiente.

Lema 4.3.4. Sea Q un forcing y k un cardinal. Los siguientes enunciados son
equivalentes.

1. Para todo filtro genérico G y A C k acotado en V|G|, A€ V.
2. Para todo X €V tal que |X| < k, P(X)V = P(X)VIC,

Demostracion. Para la primera implicacion, consideremos X como en las hipotesis.
Sea ;1 = | X|. Entonces hay f : X — p biyectiva. Sabemos que P(X)V C P(X)VIE)
Consideremos Z C X, Z € V[G]. Entonces, sup f[Z] < u por lo que f[Z] es acotado
en V[G]. Por 1, f[Z] € V. Asi, Z = f7![f[Z]] € V. Ahora, para la segunda implicacion
tomemos G un filtro genérico y A C k acotado en V|[G|. Entonces, hay A\ < k en V[G]
tal que A C \. Sabemos que A\ € V y |A| < k. Haciendo uso de 2, P(\)V = P(\)V.
Por lo tanto, A € V. n
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Corolario 4.3.5. Sean Q un forcing y k un cardinal. Sv Q no agrega subconjuntos
acotados de k, todos los cardinales menores o iguales a k se preservan.

Demostracion. Sea A < k un cardinal y supongamos que se colapsa. Entonces, en
VI[G], hay « < Ay f: a — X biyectiva. Notemos que f C a X Ay |a X A\| < k. Asi,
por el lema|3.2.10 f € V lo cual contradice el hecho de que A es un cardinal en V. [

Para demostrar que P no agrega subconjuntos acotados de k necesitamos introducir
lo siguiente.

Teorema 4.3.6 (Rowbottom, 1971). Sean v < k y f: [k]<¥ — ~. Entonces, hay un
conjunto homogéneo A € U, es decir, para todo n € w, f [[a es constante.

Demostracion. Notemos que si para todo n € w hay X, € U homogéneo para
f T, entonces X = (), ., Xn € U y es tal que para toda m € wy s;,5 € [X]™,
1,89 € [X,]™ para todo n € w. En particular, s;,se € [X,,]™. Ahora, como X,, es
homogéneo para f [m, se tiene que f(s1) = f(s2) por lo que X es homogéneo para
f.

Dicho lo anterior, demostraremos que para todo n € w y toda ¢g: [k]™ — 7 hay un
conjunto X,, € U homogéneo para g. Esto se hara por induccién sobre n. Sin =1
y g: [k]' — 7, para cada o < v consideremos A, = {z € r : g({z}) = a}. Es claro
que si para todo a < K A, ¢ U, entonces k \ A, € U. Luego, @ =, x\ A, €U
lo cual es una contradicciéon. En consecuencia, existe 5 < « tal que Ag € U y, por
definicion, es homogéneo para g. Ahora supongamos que es valido para n y consideremos
g: [k|"™ — ~. Para cada a < 7y sea g, : [k \ {a}]" = 7 dada por g,(z) = g(x U {a}).
Por hipotesis de induccion, para cada o < v hay X, € U que es homogéneo para ¢,,
es decir, para todo m € w, g, es constante en [X,|™, digamos que su valor constante
€s i m-

Sea X = Aoy Xoa = {§ € k1 & €y Xa} € U. Veamos que X induce un

conjunto homogéneo para g. En efecto, si x = {0, z1,...,2,} € [X]"™ y § = minz,
entonces {x1,...,x,} € [Xs|". Asi, g(z) = gs({z1,...,2n}) = is,. De esta manera,
existen H C X e i, € 7y tal que si # € [H]"™! entonces, g(x) = i,. Por lo tanto, H es
homogéneo para g. O]

Corolario 4.3.7. La proposicion[{.3.6 se vale cuando B € U y f: [B]<% — 7.

Demostracion. Sea g: [k]<* — « dada por

{1 siz ¢ B,

gle) = flx) siz CB.

Por la proposicion [£.3.6] hay H € U homogéneo para g. Consideremos T'= H N B.
Esclaroque T € Uysin€wy si,s9 € [T]" f(s1) = g(s1) = g(s2) = f(s2). Por lo
tanto, 1" es homogéneo para f. O

Definicion 4.3.8. Dadas dos condiciones (s, A) y (t, B) decimos que (s, A) <* (t, B)
sis=tyAC B. En este caso, llamamos a (s, A) una extension directa de (t,B).
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Es facil notar que (P, <*) es k-cerrado pues dada ((pa, Aa) : @ < A) una sucesion
<*-decreciente de condiciones en P con A < k, todas las primeras entradas son iguales
de manera que si consideramos p = (po, (), 4a), P €s una extension directa de todo

a<A o
(Pas Aa) ya que como U es k-completo, [,y Ao € U v ademas,

a<<
max sp < min Ay < min ﬂ A,.
a<

Esto demuestra que (P, <*) es k-cerrado.

Definicién 4.3.9. Sean Q un forcing, ¢ € Q y 0 un enunciado en el lenguaje de
forcing de Q. Decimos que q decide a o, denotado por q || o, siql-o o qlF —o.

El siguiente lema muestra una de las particularidades mas fuertes del forcing de
Prikry.

Lema 4.3.10 (condicion de Prikry). Sean (¢, B) € P y o un enunciado en el lenguage
de forcing de (P, <). Entonces, eziste (p, A) € P tal que

(p,A) <" (¢, B) y (p,A) |l o
cuando forzamos con <.

Demostracion. Sea h: [B]<¥ — 2 dada por

h(s) 1 siexiste C € U tal que (qU s, C) IF o,
S =
0 en otro caso.

Por el corolario [4.3.7, hay A € U tal que A C By A es homogéneo para h. Veamos
que (q,A) || o. En caso contrario, como (g, A) ¥ o, hay un filtro genérico G tal
que (q,A) € G y V|G| E —o. Entonces, hay (s',C) € G tal que (s',C4) I =o. De
esta forma, hay (s,C) extension comun de (s',C) v (¢, A) tal que (s,C1) IF —o.
Por definicion, s \ ¢ € A C B. Asi que, s = ¢ U sy con s; € [B]<“. De manera
analoga podemos encontrar (¢ U sy, Cy) con sy € [B]<¥ extension de (g, A) tal que
(qUsy, Cy) IF 0. Sin perder la generalidad, podemos suponer que |s1| = |sq|. Claramente,
h(s2) = 1. Ahora, sea C' € U y supongamos que (q U s;,C) |- . Entonces, como
(qUs1,CNCY) < (qUs1,0), (qUs, CNCY) IF 0. Ademas, (qUsy, CNCY) < (qUsy, Ch)
lo cual es una contradiccion, pues en ese caso, (¢ U s1,C N CY) IF —o. Esto demuestra
que h(s;) = 0 pero esto no puede ocurrir pues sy, sy € [A]*1l y A es homogéneo para
h. Por lo tanto, (¢, A) || o. O

Con todo lo anterior estamos en condiciones de demostrar que P preserva cardinales
menores o iguales a &.

Proposicion 4.3.11. P no agrega subconjuntos acotados de k
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Demostracion. Si A € V[G], A es un nombre para A vy A < k v existe p € P tal que
plF A C A, pfuerza que A es un subconjunto acotado de . Para cada o < k sea o
la formula ¢ € A. Construiremos una sucesion de condiciones (t, : & € \) que sea
<*-decreciente y que para todo « € \, t, || o,. Por la proposicion podemos
tomar to <* p que decida 0. Ahora, supongamos que o € A y que (tg : f € a) ya
esta definida. Como (P, <*) es k-cerrado, podemos tomar ¢/, una extension de cada
tg. Tomamos t, <* ¢/, una condicién que decida o,, de esta manera, por recursion
transfinita, hemos construido la sucesion deseada. Nuevamente, por la x-completitud
de (P, <*), podemos tomar t* una extension comun de la sucesion. Demostremos que
t*IFA=DB,donde B={a < X:t*lIFac A}.

Sean G un filtro genérico tal que t* € G y o € A. Entonces, o, es verdadera en
VI[G] y como t* <* t,, to, € G ¥y ty Ik 04. En consecuencia, t* IF o, y a € valg(B). La
otra contencién es andloga. Por lo tanto, A € V. O

De lo anterior podemos concluir que P preserva cardinales y que cf(k) = w. De
esta forma, bajo la suposicion de que existe un cardinal supercompacto x, hay una
extension genérica en donde x es medible y 2 > k™ de modo que, sobre esa extension,
podemos definir el forcing de Prikry y obtener que existe un cardinal singular x tal
que 2% > k™. Por lo tanto, =SCH se satisface en esta extension. O

4.4. Comentarios y trabajo actual

Para lograr demostrar =SCH supusimos de hecho algo muy fuerte, la existencia
de un cardinal supercompacto. En realidad esta no es la suposicion 6ptima, En 9] se
realiza una excelente exposicion acerca de la suposicion 6ptima (la cual queda fuera
de los alcances de esta tesis) y presenta el método generalizado del lema m

En cuanto al trabajo actual, matematicos han logrado avances en el desarrollo
de la teoria presentada a lo largo del capitulo, siendo Dima Sinapova junto con
Alejandro Poveda y Assaf Rinot unos de los méas influyentes en el estudio de Prikry
forcing. [10], [11] y [12] es una coleccion de publicaciones realizadas por ellos mismos
en donde se desarrolla la teoria de una clase de forcings llamados »-Prikry. Con ello
logran demostrar la consistencia de la negaciéon de SCH en R, entre otras propiedades
combinatorias de los cardinales singulares.

En los siguientes capitulos nos dedicaremos a desarrollar la teoria necesaria para
demostrar SCH. Naturalmente se utilizaran técnicas “duales” en cierto sentido para
lograrlo.






5 Una dicotomia para P-ideales

En el capitulo anterior vimos que las propiedades combinatorias de los ultrafiltros
son decisivas para construir un modelo en donde falla SCH. Esto sugiere, de forma
natural, que para obtener resultados positivos de SCH conviene analizar la combinatoria
de la nocién dual, los ideales.

En este capitulo nos adentraremos en la teoria de ideales, con especial énfasis en
los P-ideales y formularemos la dicotomia del P-ideal. Después introduciremos los
axiomas de forcing para finalizar con una demostracion de que el Axioma de Forcing
Propio implica la dicotomia en cuestion. Esto nos daré las herramientas combinatorias
necesarias para la exploracion de SCH.

5.1. Ideales

Definicion 5.1.1. Sean S un conjunto no numerable e Z C P(S). Decimos que T es
un tdeal en S si

1. para cualesquiera A, B€Z, AUB €L,
2. para cualesquiera A,B C S si AC By B €L, setiene que A€ L y
3. [S]=v C T.

En lo siguiente estaremos interesados solo en ideales propios, es decir, en ideales
que cumplan que S ¢ Z. Algunos ideales de importancia en la teoria de conjuntos
son: el ideal de los subconjuntos finitos de un conjunto dado, el ideal de los conjuntos
de medida de Lebesgue igual a cero, el ideal de los conjuntos magros, el ideal de los
conjuntos no estacionarios sobre un cardinal regular no numerablex (denotado por
NS,) y si U es un ultrafiltro sobre un conjunto S, entonces Z ={S\ A: A€ U} es
un ideal. Este ultimo ejemplo justifica por qué los ideales son la nociéon dual a los
ultrafiltros. En lo siguiente estaremos considerando ideales contenidos en [S]=¥; a los
cuales llamaremos ideales de conjuntos contables de S.

SiZ un ideal en S y R C S, definimos la restriccion de Z a R como

In={XCR:X €T}

el cual vuelve a ser un ideal. Méas aun, si R ¢ Z, entonces Zy es un ideal propio.
Diremos que un ideal Z es < k-generado si existe una familia F C P(5), a la cual

63
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llamaremos familia generadora, tal que |F| < k y para todo A € Z hay F' € F tal
que A C* F. El simbolo C* se lee casi contenido y decimos que A C* B si A\ B es
finito.

Definicion 5.1.2. Sean X un conjunto no vacio, F C P(X) y T C X. Decimos que
T es ortogonal a F si para todo F' € F, FNT es finito.

Es claro que si F es una familia generadora para un ideal Z y T es ortogonal
a JF, entonces T' es ortogonal a Z. Uno de los mateméticos que més ha aportado
en el estudio de ideales y sus propiedades combinatorias es Stevo Todorcevié. En
su estudio de combinatoria sobre w; y grietas tipo Hausdorff, explora el siguiente
concepto (ver [13]).

Definicién 5.1.3. Sean S un conjunto e Z un ideal en S. Decimos que I es un
P-ideal si para cualquier o/ C T numerable existe B € T tal que para todo A € o,
A C* B. En este caso diremos que B cast cubre a of .

Veamos que si Z es un P-ideal y R C S, Zy es un P-ideal. En efecto. Sea & C I
numerable. Como para todo A € & se tiene que A € Z, entonces .« C T y entonces
existe B € T que casi cubre a /. De la misma forma, B N R € Iy casi cubre a 7.
Por lo tanto, Zg es un P-ideal.

Igual que en la prueba de =SCH, donde partimos de la dicotomia entre medidas
con y sin atomos, aqui también tomaremos como punto de partida una dicotomia.
Esta se conoce como la dicotomia del P-idea.

Dicotomia del P-ideal. Sean S un conjunto e Z C [S]=¥ un P-ideal en S.

Entonces
1. existe A C S no numerable de manera que [A]Y CZ, o

2. S se puede ver como unién numerable de conjuntos ortogonales a 7.

La dicotomia del P-ideal, a la cual denotaremos por PID, es un principio combina-
torio muy potente cuya presencia se da de manera natural en ciertas demostraciones.
Por ejemplo, en [14], Todor¢evi¢ demuestra que PID implica que b < w,. Para ver
mas aplicaciones, el lector puede ver [15].

Problema abierto: ;Se sigue de PID que ¢ < wy?

Con este panorama, exploraremos las propiedades combinatorias que los P-ideales
poseen como el siguiente lema.

Lema 5.1.4. Sean T un P-ideal sobre un conjunto S, A € T numerable y una familia
{Xo:a€ A} CI. Si K CT es C*-cofinal, entonces hay Y € K y a € A tal que
XY ya€ey.
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Demostracion. Como Z es un P-ideal y A es numerable,

T:AU(U{Xa:aeA}>

es numerable. Entonces existe Z € Z tal que T" C* Z. Ademaés, como K es C*-cofinal,
existe Y € K tal que Z C* Y. Asi, para todo a € A se tiene que X, CT C* Z C*Y.
Veamos que existe a € A tal que a € Y. Como A C T C* Y, entonces A\ Y es finito.
Ademés, A es infinito por lo que existe a € ANY. n

En la siguiente seccion recordaremos los axiomas de forcing, a fin de demostrar,
bajo el Axioma de Forcing Propio, la dicotomia del P-ideal.

5.2. Axiomas de forcing

El teorema de categoria de Baire ha sido una herramienta muy tutil para crear
objetos matematicos. A principios del siglo XX varios matemaéticos utilizaron este
teorema para probar la existencia de funciones con comportamientos patologicos. Por
ejemplo, Banach y Mazurkiewicz demostraron que existe una funcién continua no
diferenciable en ningtn punto (un ejemplo de esto mismo fue dado anteriormente por
Weierstrass). En |16] se puede encontrar una buena coleccion de aplicaciones de este
teorema.

Teorema 5.2.1 (de categoria de Baire). Dado X un espacio métrico completo, la
interseccion de cualquier familia numerable de subconjuntos abiertos y densos de X es
densa en X. En particular, es no vacia. 0

Esto nos lleva a definir lo que es el numero de categoria de un espacio topolégico.

Definicion 5.2.2. Supongamos que X es un espacio topologico. Definimos el nimero
de categoria del espacio X como

m(X) = min{|D| : D es una familia de conjuntos abiertos y densos tal que ﬂ D = o}.

Definicion 5.2.3. Supongamos que K es una clase de espacios topoldgicos. Definimos
el numero de categoria de la clase KC como

m(K) = min{m(X) : X € £}.

Los axiomas de forcing trasladan la idea del teorema de categoria de Baire al
contexto de 6rdenes parciales en el siguiente sentido. En lugar de trabajar con abiertos
de un espacio topologico, se trabaja con subconjuntos densos de un orden parcial. Por
otra parte, el punto que pertenece a todos los abiertos se sustituye por un filtro que
interseca a cada uno de los densos considerados.

Definiciéon 5.2.4. Dado un orden parcial P consideremos la formula

o(z,y) = «y es una familia de densos en x y no hay filtro G C = que interseque a
cada miembro de y».
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Definimos el nimero de categoria del forcing P como
m(P) = min{| 2] : p(P, 2)}.

Demostremos que m(P) > X;. En efecto, si P es un forcing y 2 es una familia de
densos de tamafio menor a Xy, entonces 2 = {D,, : n € w} y como P # &, podemos
tomar py € P y definir por recursion p,.; € D, una extension de p,. De esta manera,
si consideramos

G = {q € P : existe n € w tal que ¢ > p,},

entonces G es un filtro P-genérico para la familia &. Es decir, para todo orden parcial
P, m(P) > N;. A esto se le conoce como el lema de Rasiowa-Sirkorski. Con este
preambulo, estamos en condiciones de presentar los axiomas de forcing.

Axiomas de Forcing. Dados A una clase de forcings y x un cardinal, el axioma de
forcing FA(A, k) es la aﬁrmaci()nE] «m(P) > k para todo P € A».

De manera equivalente, y como se encuentra en la mayoria de la literatura, FA(A, k)
es la afirmacion «si P € Ay & es una familia de densos en P de tamafio menor a x,
hay un filtro sobre P que interseca a todo miembro de Z».

De esta manera, FA(A,R;) es cierto por el lema de Rasiowa-Sikorski y si A es la
clase de forcings CCC, entonces FA(A, ¢) es el axioma de Martin, denotado por MA.

Mencionaremos brevemente una clase de forcings que es demasiado interesante en
la practica.

Definicion 5.2.5. Un forcing P preserva conjuntos estacionarios si para todo
cardinal no numerable X y S C X estacionario, se tiene que IF«S es estacionario en

5\)).

Con esta definicién tenemos una nueva clase de forcings, para la cual denotaremos
como mm a su numero de categoria. Este nombre viene de «Méximo de Martin», pues
se demuestra que todo forcing CCC también preserva conjuntos estacionarios y la
parte de maximo viene del axioma de forcing llamado precisamente el Maximo de
Martin (MM), este establece que mm > w; o cominmente encontrado en la literatura
como «Dado P un forcing que preserva conjuntos estacionarios de wy y D una familia
de densos en P de tamano menor a Ny, existe un filtro sobre P que interseca a todo
miembro de D». Se le llama de esa forma pues es la méaxima extension posible del
conocido axioma de Martin para N;.

Foreman, Magidor y Shelah demostraron que el Maximo de Martin, denotado a
partir de ahora como MM, implica que para todo cardinal regular £ > Ny, K™t = k.
También se puede demostrar que MM implica que 2% = N, vy, finalmente, MM
termina por determinar la aritmética cardinal demostrando la hipdtesis del cardinal
singular. Sin embargo, MM es un axioma demasiado fuerte. Exploraremos una forma
de debilitarlo pero sin perder las consecuencias que a nosotros nos interesan.

!Esto debe pensarse como un esquema de axiomas, uno por cada forcing que haya en la clase A.
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5.3. Forcings propios

La nocién de que un forcing sea propio seré una generalizacion de tener la CCC y
de ser o-cerrado. Esta nocion fue introducida por Saharon Shelah en [17] motivado
por la necesidad de preservar w; al realizar iteraciones, por ejemplo, para forzar la
negacion de la hipotesis de Suslin o el problema de Whitehead. Una vez teniendo esta
nueva clase de forcings, tendremos su correspondiente axioma, llamado el Axioma de
Forcing Propio al cual nos referiremos como PFA,| mismo que seré una forma mas débil
que MM. Para este propoésito necesitamos explorar la siguiente nocién que generaliza
los conjuntos estacionarios en ordinales vistos anteriormente.

Definicién 5.3.1. Sean X un conjunto y S,C C [X|=*. Decimos que

1. C es cerrado si para toda sucesion {c, : n € w} de C tal que para todo n € w,

cn C Cpyr, se tiene que | J,c, cn € C.

2. C es mo acotado si para todo a € [X|=* existe ¢ € C tal que a C c.

3. C es un club en [X]|=% si es cerrado y no acotado.

4. S es estacionario si interseca a todo club de [X]=%.
Aunque la definicién anterior luce accesible, no resulta ser sencilla de trabajar por
lo que méas adelante veremos una equivalencia que, en la practica, es més manejable.

Definicion 5.3.2. Un forcing P es propio si para todo A cardinal no numerable y
S C [A\]® estacionario se tiene que S es estacionario en la extension genérica. Es
decir que I-«S es estacionarios.

Con esta nueva clase de forcings tenemos un nuevo axioma.

Axioma de Forcing Propio. FA(P,X,) donde P es la clase de forcings propios.
Es decir, si P es un forcing propio y Z es una familia de subconjuntos densos de P
tal que | 2| < Ny, entonces existe un filtro G C P tal que para todo D € 2, GND # @.

Se puede demostrar que forzar con forcings propios preserva conjuntos estaciona-
rios de wy, de esta manera, el axioma de forcing propio es una forma maéas débil
que el Méaximo de Martin. Aun asi, PFA ha mostrado tener implicaciones bastante
interesantes en muchas areas de las matematicas. Por ejemplo, en la topologia y en la
combinatoria. A continuacién mencionamos, sin demostracion, algunas implicaciones
importantes de PFA.

Definicion 5.3.3. Sean k un cardinal infinito y A C R un conjunto sin extremos.
Decimos que A es k-denso si |P(A)| = k y entre cualesquiera dos puntos distintos de
A hay exactamente k puntos distintos de A.
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Teorema 5.3.4 (J. E. Baumgartner (1971)). PFA implica que todos los subconjuntos
N;-densos son orden-isomorfos.

Demostracion. Ver [18]. O
Inspirado en el teorema de Ramsey, tenemos lo siguiente.

Definicion 5.3.5. Sean X un espacio métrico separable y ¢ : [X]* — 2 una coloracion.
Decimos que ¢ es una coloracion abierta si para cualesquiera a,b € X tales que
c({a,b}) = 0 existen abiertos ajenos U y V tales que a € U, b € V' y para cualquier
x €U ypara todoy €V, c({z,y}) = 0.

Lo siguiente se conoce en la literatura como el Axioma de Coloraciones Abiertas
(OCA) a veces llamado Open Graph Aziom (OGA). En realidad existen dos formula-
ciones distintas que a veces se llaman de la misma manera. La primera fue introducida
por Abraham, Rubin y Shelah (1985) y mas tarde, Todorcevié (1989) introdujo otra
version, que es la que tomaremos en este trabajo. Incluso algunos matematicos decoran
OCA con los subindices ARS y T, respectivamente, para diferenciarlas.

Definiciéon 5.3.6 (Axioma de coloraciones abiertas (OCA)). Si X es un espacio
métrico separable, no numerable y ¢ : [X|> — 2 es una coloracion abierta, entonces,

1. X contiene un subconjunto no numerable y monocromdtico de color 0, o

2. X se puede ver como una union numerable de subconjuntos monocromdticos de
color 1.

Teorema 5.3.7 (Todorcevi¢). PFA implica OCA.

Demostracion. Ver [19]. O
Finalmente, tenemos una implicaciéon acerca del tamano del continuo.

Teorema 5.3.8 (Moore). PFA implica que 2% = N,.

Demostracion. Ver [20]. O

Como mencionamos anteriormente, MM implica SCH y con el teorema anterior nos
preguntamos si podemos debilitar MM para demostrar SCH. El propésito de siguientes
secciones es demostrar que PFA implica SCH. Mientras tanto, aprenderemos cémo
manejar a los forcings propios.

Introduciremos una nocién que nos ayudara a que el concepto de forcing propio
sea algo mas manejable.

Definicion 5.3.9. Sean P un forcing, A\ un cardinal no numerable tal que P € H()),
N < H(X) numerable tal que P € N y p € P. Decimos que p es (P, N)-genérico si
para todo D C P predenso con D € N, entonces D N N es predenso bajo p.



5.3. FORCINGS PROPIOS 69

Al trabajar con los conjuntos H () es habitual fijar un cardinal suficientemente
grande. Esto significarda en nuestro contexto que A es un cardinal regular mayor o
igual a X, tal que P(P) € H()), a saber, A > 2l donde P es un forcing dado. De
esta forma todo subconjunto de P pertenece a H(\). Llamaremos a M un modelo
adecuado para un forcing P si es un submodelo elemental de H(\) con A un cardinal
suficientemente grande para Py P € M.

Condiciones (P, N)-genéricas dan pie a la siguiente definicion de forcing propio,
equivalente a la ya mencionada. Este tltimo hecho lo usaremos libremente. Se puede
consultar una demostracion en [17].

Definiciéon 5.3.10. Un forcing P es propio si para todo N < H(\) modelo adecuado
numerable para P y g € PN M existe r € P tal que r < q yr es (P, N)-genérico.

Proposicion 5.3.11. Sean P un forcing, A\ un cardinal no numerable tal que P € H(\),
N < H(X) numerable tal que P € N y p € P. Entonces p es (P, N)-genérico si y solo
st para todo D C P denso con D € N, se tiene que D N N es predenso bajo p.

Demostracion. Como todo conjunto denso es predenso, la implicaciéon de izquierda
a derecha es trivial. Ahora, supongamos que p € P es tal que para todo D C P
denso con D € N se tiene que D N N es predenso bajo p. Demostraremos que p es
(P, N)-genérico.

Sea D C P predenso tal que D € N. Consideremos

E={gecP:3dc D(qg<d))}.

Veamos que E es denso. Sea r € P. Como D es predenso, existe d € D tal que r y
p son compatibles, es decir, existe e € P tal que e < d y e < r. Luego, e es testigo de
la densidad de F.

Ademas, como P,D € Ny N < H(\), E € N. De esta manera, por hipotesis,
E N N es predenso bajo p. Para ver que D N N es predenso bajo p tomemos g < p.
Como E N N es predenso bajo p, hay r € EN N compatible con ¢. Del hecho de que
r € F se sigue que

H(\) E3d e D(r <d).

Como N < HA)y E€ N, N 3de D(r <d), es decir, existe d € DN N tal que
r < d. Entonces, como 7 es compatible con ¢ hay a <rya <gq. Asi,a <dya<gq.
Por lo que, ¢ y d son compatibles. Por lo tanto, p es (P, N')-genérico. O]

Veamos que ser propio generaliza la condiciéon de la cadena contable. Sea P un
forcing CCC y supongamos que « es lo suficientemente grande, N < H (k) es numerable
yP e N.Sea D € N tal que D C P y es denso. Notemos que si ¢ € PN N, como
N = «P es CCC», entonces en N podemos usar el lema de Zorn para encontrar
una anticadena maximal contenida en D, digamos A € N. Como A es antincadena
maximal, podemos encontrar r € A compatible con ¢ y como P es CCC, A es a lo mas
numerable. Luego, por el lema[2.4.13, A C N. Asi, hay » € N N D compatible con g.
Es decir, IP es propio.

De manera similar demostremos que ser propio generaliza ser o-cerrado. Sea P un
forcing o-cerrado. Supongamos que « suficientemente grande, N < H (k) numerable
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y P € N. Consideremos ¢ € PN M y (D,, : n € w) una enumeracion de los densos
de P que pertenecen a N. Definamos por induccion pg = q vy ppr1 € D, N M tal que
Pni1 < pn. Esto es posible pues, como D,, es denso la formula «existe s € D,, tal que
s < pp» es cierta en H (k) e involucra parametros en N. Asi, por elementaridad de N,
existe s € D, N N tal que s < p,.

Ahora, como P es o-cerrado, existe p € P cota inferior de (p, : n € w). En
consecuencia, si D, es un denso de P en N, p, < ¢y como p < p,,q, P, ¥ q son
compatibles. Por lo tanto, P es propio.

Una vez dicho esto, podemos demostrar que la dicotomia del P-ideal es consecuencia
del Axioma de Forcing Propio. La prueba original dada por Todor¢evié¢ y Abraham
ocupa forzar con condiciones laterales y submodelos elementales, el lector interesado
puede ver |13| para ver esta prueba. Un hecho interesante que demostraron Todorcevi¢
y Abraham es que PID es compatible con CH y el resultado de Moore dice que PFA
no es compatible con CH.

Sin embargo, la siguiente prueba, aunque un poco mas larga, brilla por la claridad
y fluidez de sus argumentos. Esta prueba se basa en una serie de lemas y fue publicada
en 2009 por Abraham en un articulo que contenia sus notas en las que se baso6 para
su conferencia en la escuela de invierno de Hejnice en el mismo afo (ver |21]).

Teorema 5.3.12 (Abraham y Todorcevié, 2009). El azioma de forcing propio implica
la dicotomia del P-ideal.

Si S es numerable, S se puede ver como unién numerable de conjuntos ortogonales
a Z. Supongamos que S es no numerable y procedamos por inducciéon sobre |S].

Sea S un conjunto tal que |S| = p y supongamos que para todo conjunto de
cardinalidad menor a u se cumple la dicotomia del P-ideal. Demostremos que en S
se cumple la dicotomia. Consideremos Z un P-ideal en S y supongamos que S no se
puede ver como uniéon numerable de conjuntos ortogonales a Z. Veremos que existe
A C S no numerable tal que [A]* C 7.

Notemos que si existe R C § tal que Xy < |R| < ¢y R no se puede ver como
union numerable de conjuntos ortogonales a Z, no se puede ver como unién numerable
de conjuntos ortogonales a Zr. De esta manera, por hipotesis de inducciéon, hay
ACRCS tal que [A|* CZr CT.

Asi, asumiremos que todo R C S no numerable tal que |R| < p se puede ver como
unién numerable de conjuntos ortogonales a Z. También asumiremos, sin perder la
generalidad, que S = p.

Sea P el forcing cuyos elementos son pares ordenados de la forma p = (a,, Hp),
donde a, € T (y por lo tanto es a lo mas numerable) y H, es una coleccién numerable
de subconjuntos C*-cofinales en Z. Dados p, ¢ € P, diremos ¢ < p si

= q, es un segmento inicial de aq,
» H,C H,y

» para cada K € H, se tiene que d(e, K) = {X € K : e C X} € H,, donde
e =a, \ a, (en particular, (e, K) es C*-cofinal en 7).
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Fijaremos notaciéon. Sea p = (a,, Hy) € P. Si e es un conjunto finito y disjunto de
a,, definamos p+e como (a,Ue, H') donde H' = H,U{d(e, K) : K € H,}. Claramente
p+ e € Psiy solosi para todo K € Hy, d(e, K) es C*-cofinal en Z. En cuyo caso, se
cumple que p + e < p.

Si p € P entonces una prextension de p es un par (a, H) tal que a, es segmento
inicial de a, H es una colecciéon numerable de conjuntos C*-cofinales en Z, H, C H y
para cada K € Hy, §(a \ a,, K) es C*-cofinal en Z pero no necesariamente pertenece
a H. Asi, si (a, H) es una prextension de p, entonces ¢ = (a, H') cumple que ¢ < p,
donde H' = HU{d(a \ ap, K) : K € H,}.

Lema 5.3.13. Si p € P, para todo v < p hay q € P tal que ¢ < p a, tiene como
elemento a un ordinal mayor o igual a 7.

Demostracion. Procedemos por contrapuesta. Sean p € P y v < pu. Supongamos que
para todo g € P, si ¢ < p, todo o > < no pertenece a a,. Notemos que esto es
equivalente a que p + {a} ¢ P. En consecuencia existe K, € H, tal que 6({a}, K,)
no es C*-cofinal en Z.

Asi, existe X, € T tal que para todo Y € d({a}, K,), Xo €* Y. Es decir, todo
elemento de K que tenga a o como elemento no puede casi contener a X,.

Como H, es numerable podemos descomponer a g\ v en una cantidad numerable
de conjuntos, a saber, para cada K € H), sea

Ck={aecpu\v:0({a}, K)noes C*-cofinal en Z}.

Entonces, es claro que u\ v = | J{Ck : K € H,}. Supongamos que existe X C C
numerable tal que X € Z. Como para cada o« € X hay X, € Zy K es C*-cofinal en Z,
usando el lema[5.1.4] hay un Y € K y un o € X tal que X, C*Y y a € Y lo cual es
una contradiccion, pues todo elemento de K que tenga a o como elemento no puede
casi contener a X,. Esto demuestra que para todo K € H,, Ck es ortogonal a Z.
Recordemos que estamos suponiendo que todo ordinal menor a p se puede ver
como unién numerable de conjuntos ortogonales a Z. En particular, v se puede ver
como uniéon numerable de conjuntos ortogonales a Z. Esto, aunado con lo demostrado
anteriormente, implica que p se puede escribir como unién numerable de conjuntos
ortogonales a Z. O

Lo mas importante de esta demostracion serd poder mostrar que P es propio.
Para esto sea, M < H(r) un modelo adecuado para Py py € PN M. Consideremos
{D; : i € w} una enumeraciéon de los densos que pertenecen a M y X, € T tal
que para todo A € M NZ, A C* X, sabemos que existe pues Z es un P-ideal, en
consecuencia a,, C* Xj;. Notemos que X}, = Xy U (ap, \ Xp) € Z pues el ideal
contiene a todos los unitarios de 1y X, casi cubre a Z N M. Entonces, sin perder la
generalidad, podemos tomar a X, tal que a,, € Xy.

La idea es definir una sucesion decreciente p; € PN M tal que p;y1 € D; y
Po = (aw, Hy,) = (UiEW ais Uicw Hl-) con la propiedad de que p,, es una prextension
de cada p;. Para esto necesitamos que |J,., a; € Z, hecho que quedara asegurado
construyendo p; de tal forma que a; C Xj;. Sabemos que como p; € Py D; es denso
hay un p;.1 € D; N M tal que p;11 < p; y claramente a; 1 C* Xyy.
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Lema 5.3.14. Sean p €e PN M, D € M denso en P y X € T tal que casi cubre a
ZN M. Entonces, existe ¢ € D N M una extension de p tal que a, \ a, C X.

Demostracion. Diremos que un conjunto Y € Z es malo si existe F' C Y finito tal que
para cualquier extension ¢ € D de p, a, \ a, €Y \ F. Veamos que existe Y € ZN M
que no es malo. Para esto supongamos, para llegar a una contradiccion, que todo
elemento de Z N M es malo. Esto implica que para todo Y € Z, Y es malo, de lo
contrario, H (k) |= «existe Y € 7 tal que Y no es malo» y como M < H(k), entonces
M = «existe Y € T tal que Y no es malo» lo cual contradice nuestra suposicién
inicial. Entonces, para cada Y € 7 hay Fy C Y finito que es testigo de que Y es malo.
Consideremos

L={Y\F :Y €T}

Notemos que si Y € Z, Y C* Y \ Fy, es decir, L es C*-cofinal en Z. Con esto, sea
p1 = (ap, H, U{L}), claramente p; < p. Ademas, como D es denso, hay ¢ € D tal que
q < p1, entonces, por definicion, para todo K € H, hay un A € K tal que q, \ a, C A.
En particular para L existe A € L tal que a, \ a, € A. Ademas, como A € L, existe
Y €7 tal que A=Y \ Fy lo cual es una contradiccion al hecho de que Y es malo.

De esta manera, existe Y € Z que no es malo. Como M es submodelo elemental de
H(k), existe Z € TN M tal que Z no es malo en M. Asi, Z C* X y en consecuencia
F =7\ X es finito. Como Z no es malo segiin M, existe ¢ € D N M una extension
de ptal que a, \ a, C Z\ F C X. O

Con este lema, y haciendo una recursion hasta w, es facil obtener una sucesion
(IP, M)-genérica, (p; : i € w), tal que para cada i € w, piy1 € DN M y e, ap, € L.
Para esto iniciemos con py y por el lema tenemos que hay p; € DN M una
extension de pg tal que ay,, \ a,, € Xj;. Supongamos que ya tenemos construido a p;.
Sea pi41 € D; N M extension de p; tal que ap,,, \ ap, € Xj. Notemos que para cada
L €W, Piv1 < Pi-

Demostremos por induccién que para todo ¢ € w a,, € Xy. Sit =0, a,, € Xy
por nuestra suposicion inicial. Supongamos que a,, € X y sea x € a,p, . Como
Pit+1 < Diy @; C Aiqq. Six € ap,, por hipotesis de induccion, x € Xy y six € ap,,, \ ap,,
por construccién x € Xyy. Esto tiene como consecuencia que | J,., a,, € X y por lo
tanto | J,c, ap, € Z.

Sin embargo, aun no podemos asegurar que p,, es una prextension de todo p;, para
esto necesitamos que si e; = a,, \ a;, para todo K € H;, 0(e;, K) es C*-cofinal en Z.
Para lograr esto vamos a definir una sucesion (X4, :i € w) C T tal que Xi' C Xi,
que casi cubra a ZN M y de tal manera que ay,,, \ a,, € X};. Para esto necesitaremos
otro lema.

Lema 5.3.15. Sean X € Z y L C T que es C*-cofinal. Entonces existe F' C X finito
de tal manera que 6(X \ F, L) es C*-cofinal.

Demostracion. Supongamos que todo F' C X finito cumple que

SX\F,L)={AeL:X\FCA}
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no es C*-cofinal. Es decir, para todo F' C X finito existe Yr € Z tal que no hay A € L
con X \FCAyYrC*A ComoZesunP-ideal y Z = {X} U{Yr: F € [X]*¥} es
a lo més numerable, existe A € T que casi cubre a Z. Como L es cofinal, hay A’ € L
tal que A C* A’ y entonces A’ casi cubre a Z. Como X € Z, FF = X \ A’ es finito,
X\F CA yYprC* A lo cual no puede ocurrir. Esto concluye la demostracion del
teorema [5.3.12

En este punto estamos en condiciones de poder construir las sucesiones (p; : i € w)
y (X; : i € w). Por medio de recursion definimos X9, = Xy, v po € PN M. Supongamos
que ya tenemos definido a X}Ql y p; de tal manera que p; € D; 1 "M, p; < p;_1,
ap \ ap,_, C Xi/ty X4, casi cubre a ZN M.

Como p; < p;—1, para cada K € H,, |, L; = d(ap, \ ap,_,, K) es C*-cofinal en Z. Asi
que aplicando el lema al;ya X}Ql tenemos que existe F;_; C Xf\f finito tal
que {A € L;: Xi; '\ Fi_; C A} es C*-cofinal en Z. Definimos a X3, = X&'\ F;_1, que
trivialmente casi cubre a ZNM, y a p;41 < p; tal que piy1 € D;NM y ap,,, \ap, € Xiy,
sabemos que tal p; ;1 existe debido al lema [5.3.14]

De esta manera es claro que para todo i € w, piy1 < pi, Xiy € Z, X, casi cubre a
INM, X; CXi,y ap,, \ ap, € Xi,. Més atin, por como construimos la sucesion
de X!, tenemos que para todo i € w \ {0}, §(X},, L;) es C*-cofinal en Z.

Veamos que para cada i € w, p,, es una prextension de p;. Sea i € w, claramente
ap, € a,. Tomemos z,y € a, tales que x < y y y € ap, y demostremos que = € a,.
Como z € a,, existe k € w tal que = € a,,. Si k < 7, como p; < py, ap, es segmento
inicial de a,,, en particular a,, C a,,, de esto se sigue que = € a,,. Ahora, si ¢ <k,
como pi < p;, ap, es segmento inicial de a,,, de esta forma tenemos z,y € a,, tales
que x <Yy ¥y € ap,. Entonces x € a,,. Por lo tanto a,, es segmento inicial de a,,.

Ahora veamos que para todo K € H,,, si e; = a, \ a,,, entonces 6(e;, K) es C*-
cofinal en Z. Por construccion para todo k > i + 1, a,, \ ap,,, Xj}“l y por lo tanto,
€it1 = Upsirt p \ s © X37'. Notemos que §(X i, Liy1) C (i1, Lis1) pues si
A€ §(Xi Liyy) entonces A € Ly y X3t € A. Sabemos que e;1; C X', entonces
eir1 € A. Luego, A € d(e;41, Liv1). Asi, el hecho de que 5(X]i\j[1, L;.1) sea C*-cofinal
implica que 0(e;11, Liy1) es C*-cofinal en Z. Ademas, d(e;41, Lit1) C 0(e;, K) pues
si A € d(ey1, Liv1), entonces A € Ly y e;41 € A Como A € Ly, A€ Ky
Ap; 44 \ ap, C A

Demostremos que e; C A. Para esto tomemos = € ¢;, entonces = € UiEw ap, Y
x ¢ a,,. Entonces, existe k € w tal que x € a,,. Como z ¢ a,,, entonces para todo
¢ <i, x ¢ a,,. De modo que k > i+ 1.

Si x € ayp,,,, entonces = € ay,,, \ ap, y por lo tanto v € A. Si x ¢ a,,,,, entonces
k>i+1yx€ Uit ap, \ Gpyy = €ip1 y por lo tanto, x € A. En cualquier caso
x € A. En consecuencia A € K y e; C A. Asi, 6(e;j41, Liy1) C 0(e;, K), lo cual implica
que 0(e;, K) es C*-cofinal en Z. Por lo tanto, p,, es una prextension de p;.

Si tomamos p}, = (aw, H') donde H' = H, U J;c {6(au \ a;, K) : K € H)p} se
cumple que p/, es una extension de cada p;. También, si D C P es denso, D € M y
q < pl,, entonces hay n € w tal que D = D,,. Sabemos que p/, < ppi1. Asi ¢ < pui1 y
entonces q y pn41 son compatibles y por construccion p,41 € D,, N M. Es decir, p/, es
una extension de py que es (M, P)-genérica. Por lo tanto, PP es propio.



74 CAPITULO 5. UNA DICOTOMIA PARA P-IDEALES

Para cada v < wy, sea D, = {p € P : ot(a,) > v}. Veamos que para todo v < wy,
D, es denso. Nos apoyaremos de la induccion transfinita hasta w;.

Claramente Dy es denso. Ahora, supongamos que D, es denso y veamos que D,
es denso. Sea p € P, por hipotesis de induccién, existe ¢ € D, tal que ¢ < p. Si
ot(a,) > v+ 1, ya terminamos. Supongamos que ot(a,) = 7, de modo que a, es
numerable y en consecuencia, | J a, es un ordinal menor a p pues claramente cf (1) > w.
También, |Ja, + 1 < p, pues Ja, + 1 = p no puede ocurrir.

Asi, por el lema[5.3.13] ¢ tiene una extension, r, tal que a, tiene como elemento
a un ordinal mayor o igual a (Ja, + 1, digamos (. Notemos que para todo a € a,
a < 3, pues si hay o € a4 tal que 8 < « entonces, en el casoen que 8 =a, S €a,y
entonces < |Ja, < Ja,+1 < B lo cual no puede suceder. Ahora, si § < «a, entonces
B <Ua, <UJa,+1 < lo cual tampoco puede pasar.

Como ot(a,) = v, hay g : v = a, isomorfismo. Consideremos f : v+ 1 — a,
definida como

f(@) = 6] six =1.

{ﬂ@ siw €7,

Notemos que si z,y € v+ 1 son tales que z < y, tenemos los siguientes casos.

Caso 1. Si x,y € v, por definicién y usando el hecho de que g es un isomorfismo,
flz) =g(x) <g(y) = fy).

Caso 2.Six € vyy=r, fly) =By como f(zx) = g(x) y g(x) € ag, g(x) < B.

En cualquier caso f(x) < f(y). En consecuencia f es una funciéon inyectiva que
preserva el orden. De esta manera, ot(a,) > v+ 1y r < p. Por lo tanto, D,4; es denso.

Ahora supongamos que 7 es limite y que para todo 0 < v, Ds es denso. Sea
M < H (k) numerable tal que v € M, sabemos que existe gracias al corolario .
Veamos que M = D., es denso. Es decir, demostraremos que para cada p € PN M,
M = 3re D (r <p).

Sea p € PN M y consideremos a p/, como en la demostracion de que P es propio
pero empezando con p; en consecuencia, p, < p. Notemos que como v es numerable,
v C M. De esta manera, para todo § < v, Ds es definible con parametros en M.
Asi, para todo 0 < v, Dy € M. Por construccién de la sucesion, para todo ¢+ € w,
pir1 € D; N M. En consecuencia para todo 6 < v podemos encontrar un ¢ € w \ {0}
tal que p; € Ds N M. Ademas, para todo i € w, p,, < p;. Entonces, para todo § < 7,
d < ot(ay). Por lo tanto, ot(a,) > 7, es decir, p,, € D,. Hemos demostrado que
H(k) =3r € Dy(r <p). Como M < H(k), M |=3r € D,(r < p). En consecuencia,
M = «D, es denso ». Por lo tanto, H(k) = «D., es denso».

Finalmente, haciendo uso del axioma de forcing propio, tenemos que existe G C P
un filtro genérico tal que para cada v < wy, GN D, # @.

Veamos que a = (J{a, : p € G} tiene tipo de orden w;. Es claro que para cada
p € G, ot(a,) < ot(a), pues la funciéon identidad funciona como un encaje de 6rdenes.
Ademas, como para cada v < w; hay p € G de tal manera que ot(a,) > 7, para cada
v € wy sucede que v < ot(a).

Sea B = ot(a). Notemos que si f <wy, B+ 1<w; y f+1<ot(a) =/ lo cual
es una contradiccion. En consecuencia, w; < . Consideremos {z, : a < } una
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enumeracion de a. Notemos que si § > wy, por la proposicion [2.1.5] existe x € a tal
que ot(xz Na) = wy. Ademas, como = € a hay p € G tal que = € a,.

Probemos que xNa C a,. Sea z € xNa, entonces hay ¢ € G tal que z € a,. Ademas,
como G es filtro, hay » € G tal que r < p y r < g, es decir, a, y a, son segmentos
iniciales de a,. Luego, z,2 € a, y z < z, entonces z € a,. Entonces z Na C a, lo cual
es una contradiccion, pues a, es contable y ot(xz Na,) = wy. Por lo tanto, ot(a) = w.
Esto, en particular, implica que cf(a) = w;.

Ahora si A C a es numerable, como c¢f(a) = wy, A es acotado en a. Entonces,
existe ap € a tal que A C . Ademas, como ag € a, existe p € G tal que ag € a,.

Veamos que A C a,. Para esto sea z € A, entonces existe ¢ € G tal que z € qa,.
Como G es filtro, hay r € G tal que r < py r < g, es decir, a, y a, son segmentos
iniciales de a,. Asi, o, z € a, y z < ap. En consecuencia, z € a,. De esto concluimos
que para todo A C a numerable existe p € G tal que A C a, y como a, € Z tenemos
que A € Z. Por lo tanto, existe a C S no numerable tal que [a]* C T. O

Con ayuda de la dicotomia del P-ideal podremos demostrar la SCH como lo
haremos en el siguiente capitulo.






6 SCH

Como lo mencionamos en el capitulo 2, con ayuda de las matrices de Ulam
podemos tener afirmaciones acerca del continuo. Esto se debe a que las matrices
estan construidas con propiedades combinatorias que logran controlar el tamano de
la exponenciacion. Posiblemente inspirado en esto, Matteo Viale presenta en su tesis
doctoral un tipo de matrices cuyas propiedades combinatorias nos seran tutiles y
controlaran la exponenciacion de cardinales singulares, ver [22].

A lo largo de este capitulo nos dedicaremos a estudiar el trabajo hecho por Viale
para demostrar que la dicotomia del P-ideal implica SCH, explorando primero las
matrices de cubiertas y su relacién con dicha dicotomia para finalmente ver sus
implicaciones en la aritmética cardinal. A menos que se mencione lo contrario, todos
los resultados y definiciones de la seccion 6.1 se deben a Matteo Viale. Por su parte, la
seccion 6.2 se encarga de estudiar las consecuencias de SCH en la aritmética cardinal,
demostrando que queda totalmente determinada bajo esta hipotesis.

6.1. La demostracion de Viale

Definicién 6.1.1. Dado k un cardinal de cofinalidad numerable decimos que C =
(K(n,B),n <w,B €k") es una matriz de cubiertas para " si

1. para cualesquieran € w y « € K+, |[K(n, )| < kK,

2. para todo o € kT y cualesquiera n,m € w tales que n < m se tiene que
K(n,a) C K(m,a),

3. para cada o € KT, a C |, . K(n,a),

new

4. para cualesquiera n € w y a,f € kT sia < [y a € K(n,B), entonces
K(n,a) € K(n,B) y

5. para todo X € [kT]R0 existe vx < kT tal que para todo B < Kt con yx < f3
existe n € w tal que para todo m >n, K(m,f)NX = K(m,yx) N X.

Notemos que en el inciso 5 podemos tomar a vx tal que X C vy ya que si
consideramos vy = sup{X U {yx}} + 1 cumple 5 y X C ~%.

Proposicién 6.1.2. Si k > 2% es un cardinal singular de cofinalidad numerable,
existe una matriz de cubiertas para k7.

7
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Demostracion. Sea k un cardinal singular de cofinalidad numerable. Para cada ordinal
B < KT sea ¢p: K — [ una funciéon sobreyectiva y consideremos (kK )n<, una sucesion
estrictamente creciente de cardinales regulares que convergen a x tal que kg > Nj.

Dado n € w definiremos K (n, 3) por induccion sobre 8. Sea 8 < k1 y supongamos
que para todo v < f ya tenemos definido a K (n,~). Consideremos

K(n, 5) = {8} U dslra] UK (n,7) - 7 € dslral}.

Observacion: Si v < kT, entonces para todo § < vy n € w, K(n,d) C 7. Esto se
puede demostrar facilmente por inducciéon. Consideremos § < v y supongamos que el
enunciado se cumple para todo A < §. Sea x € K(n,d). Si = §, no hay nada que
demostrar. Si x € ¢g[k,], como ¢slk,] C 6 C v, x € . Finalmente, si z € K(n, \)
para algin A € ¢s[k,], © € K(n,\) con A < ¢ por lo que, por hipotesis de induccion,
x € 0, es decir, K(n,d) C 7.

Ahora veamos que D = (K(n,a) : n € w,a € K1) es, en efecto, una matriz de
cubiertas para k7.

1. Sean n € wy a < k'. Supongamos que para todo v < «, |K(n,v)| < k.
Entonces,

K (n,0)] = {a} U ol U J{K (n,7) : 7 € dalrin]}
<1+ |galrnll + Y [K(n,7)]

Y<¢alkn]

< 14 |@alkn]| + [Palkn]| - & por hipétesis de induccion

< 1+ |galkn]] + |dalksl]]
< Kn
< K.

2. Procederemos por induccion sobre a. Sean n,m € w tales que n <my a < k*.
Supongamos que el resultado se vale para todo v < «. Debemos demostrar
que K(n,a) C K(m,«a). Sea © € K(n,a). Si x = «, entonces por definicion
de K(m,«a) se tiene que z € K(m,«a). Ahora, si x € ¢4[ky], como k, C Ky,
entonces & € @qu|km] v por lo tanto en K (m,«). Finalmente, si hay v € ¢, [kn]
tal que x € K(n,7), por hipotesis de induccion, K(n,vy) C K(m,). De esta
manera, © € K(m,~). Por lo tanto, x € K(m, a).

3. Sean a < Kkt y y € a. Como ¢, es sobreyectiva, hay = € k tal que ¢,(z) = y.
Ademaés, como = € k hay m € w tal que z < k,, es decir, y € @u[kn,]. En

consecuencia, x € K(m,a). Por lo tanto, o C |, ., K(n, @).

4. Sean n € w y procedamos por inducciéon sobre . Supongamos que para todo
v < B se cumple el enunciado. Sean o < 8 tal que a € K(n, ) y z € K(n, ).
Tenemos dos casos, si « € ¢glk,] vy x € K(n,a), v € J{K(n,v) : v € ¢slkn)} C
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K(n,B) porloquex € K(n,f). Ysia € K(n,v) paraalgin v € ¢g[k,|, entonces
a € K(n,v) con v < . De esta manera, « =, & € ¢,[k,] €70 a € K(n,\)
para algin A € ¢,[k,] C 7. En cualquier caso, gracias a la observacion inicial,
a < 7.

Sia =7, K(n,a) = K(n,7) y si @ < =, por hipdtesis de induccion, como
a € K(n,v), K(n,a) € K(n,v). De cualquier forma, K(n,a) C K(n,v).
Ademas, K(n,v) C K(n, ) por lo que, K(n,a) C K(n, (), es decir, § cumple
el enunciado.

5. Primero observemos que si o < § < kT, por 3, hay n € w tal que a € K(n, j3).
Ademas, por 1, para todo m > n, K(n, ) C K(m, ), es decir, para todo m > n,
a € K(m, [3). Luego, por 4, para todo m > n, K(m,a) C K(m, ().

Sean X € [k y f: kT — “P(X) dada por f(a) = {X NK(n,a):n € w}.
Como [“P(X)| = 2% < k™. Por el principio de casillas[2.2.3] existe S C x* no
acotado tal que existe {X,, : n € w} € “P(X) que cumple que para todo a € 5,
{XNK(n,a):new}={X,:necw}.

Consideremos 7y = min S. De esta manera, si § € [yx,k"), como S es no
acotado en ", podemos tomar a € S tal que 8 < a. Por 3, o C |, K(n, @)
por lo que hay ny € w tal que para todo m > ng, 5 € K(m, «). Por 4, para todo
m > ng, K(m, ) C K(m,a).

De la misma forma, vx < 8 C U, ., K(n, ) por lo que existe n; € w tal que
para todo m > ny, K(m,vx) C K(m, ). Consideremos n > max{ng, n; }. Asi,
para todo m > n, K(m,vx) C K(m, ) C K(m,«) y luego,

Xpn=XNKm,vx) CXNK(m,) CXNK(m,a)=X,.
Por lo tanto, vx cumple la propiedad deseada. O

Recordemos que si A es un cardinal infinito y X C A. Decimos que X es acotado
si sup(X) < A y no acotado si sup(X) = A. Asi que, como la cofinalidad es la minima
cardinalidad de un subconjunto no acotado, si X C « es tal que |X| < cf(k), X es
acotado y si X es no acotado y A es regular, |X| = . La siguiente definicion es la
propiedad que cumplen las matrices de cubiertas que es crucial en nuestra teoria de
interés.

Definicién 6.1.3. Sean x un cardinal de cofinalidad numerable y D una matriz de
cubiertas para k™. Decimos que D tiene la propiedad de cobertura, denotada por
CP(D), si existe A C k™ no acotado tal que para todo X € [A]¥ hay Z € D tal que
X C Z. En este caso diremos que [A] es cubierto por D.

CP es el enunciado “CP(D) se cumple para toda matriz de cubiertas, D, en cualquier
kT > 2% cardinal sucesor de un cardinal singular de cofinalidad numerable”.

El siguiente lema muestra la relacion que hay entre la dicotomia del P-ideal y CP.
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Lema 6.1.4. Sean st > 2% un cardinal sucesor de un cardinal singular de cofinalidad
numerable y D una matriz de cubiertas para k. Entonces, si

T ={X €[k :VnecwVB <k (XNK(npB) es finito)},

1. para todo X € [k*]™, X € T si y solo si para todo n € w, X N K(n,vx) es
finito, y

2. T es un P-ideal.

Demostracion. 1. Sea X € [kT]* y supongamos que para todo n € w, XNK (n, vx)
es finito. Debemos demostrar que X € Z, para esto tomemosn € wy < k' y
supongamos que X N K (n, 3) es infinito. Tenemos lo siguientes casos.

Caso 1. Si < vx, por la propiedad 3 de las matrices de cubiertas, existe m € w
tal que 8 € K(m,vx). Consideremos ¢ = méax{n, m}. Entonces, K(m,vy) C
K(lyx)y K(n,B) C K((,3). Asi, B € K({,7x), por lo que K (¢, 8) C K(£,vx).
En consecuencia, X N K (n, ) C X NK(¢,5) C X NK(¢,vx) lo cual contradice
que X N K(¢,vx) es finito.

Caso 2. Si yx < [ entonces existe k € w tal que para todo p > k, X N K(p, 5) =
X N K(p,vx). Entonces, n < k, puessin >k, XN (n,B) = X N K(n,v) lo
cual contradice nuestras hipotesis. Como n < k, K(n, ) C K(k, ) y entonces,
XNK(n,B) CXnNK(kP) lo cual tampoco puede ocurrir pues en ese caso,
X N K(k,~vx) seria infinito.

Por lo tanto, X N K(n, ) es finito, es decir, X € Z.

2. Claramente Z es un ideal sobre . Veamos que es un P-ideal. Para esto, tomemos
{X,, :n € w} CZy demostremos que existe X € Z tal que para todo n € w,
X, C* X.

Sea Y = J, o, Xn- Entonces, Y € [k*]=%0. Si Y es finito, el resultado es trivial.
Supongamos que Y es numerable. Asi, por la propiedad 5 de las matrices de
cubiertas, tenemos que existe 7y < kT tal que Y C vy y para todo 8 > vy
existe n € w tal que para todo m >n, K(m,5)NY = K(m,v)NY.

Ahora, como para cualesquiera n,m € w tenemos que X,, N K(m,~yy) es finito,
paratodon € wy je€w\ {0} sea X, ; = X, N K(5,7v) \ K(j — 1,7v), que es
finito. Consideremos también, X = Xoj-

Notemos que para todo n € w, X, \ K(0,7y) = ;o0 Xn,; pues si z € U0 Xn
entonces hay un j > Otalque x € X, ;. Asi, v € X, yo ¢ K(j,w)\K(j—1,7v).
Como 0 < 7, 0 < j —1. Gracias a la propiedad 2 de matriz de cubiertas, tenemos
que z ¢ K(0,7). Ahora, si z € X,, \ K(0,7y), como Y C vy, & < 7y. Ademés,
Y € Unew K(n,7v), es decir, existe i € w, i > 0, tal que x € K(i,7y).
Consideremos j como el minimo indice que cumple lo anterior. De esta forma,
r€ Xy NK(G,w)\K({—1w)=X,;.

Ademés, como Uj>n X,; € X, tenemos que para todo n € w, X,, C* X. Més
aun, para cualquier n € w, X N K(n,vx) =U X j, pues si tomamos n € w

new Uj>n

1,j<n
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y x € Uij<n X, j, existen 7,5 < n tales que x € X, es decir, z € X; ¥y
x € K(j,w)\K({—1,7). Como j <n, K(j,7v) € K(n,7y). De esta manera,
r €Y NK(n, yy).

Ahora, si x € X N K(n,vx), por un lado existen i € wy j > i tal que x € X ;
y por el otro, x € K(n,vx). Notemos que j < n puessin < j,n < j— 1. De
manera que K (n,vx) € K(j —1,vx) y en ese caso, © € K(j — 1,vx) lo cual no
puede ocurrir. Por lo tanto, hay i, j < n tales que x € X ;.

Con esto hemos demostrado que para todo n € w, X N K(n,vyx) es finito. De
manera que, por el inciso anterior, X € Z. Por lo tanto, Z es in P-ideal.
m

Proposicion 6.1.5. PID implica CP.

Demostracion. Sean kT > 2% un cardinal sucesor de un cardinal singular de cofinali-
dad numerable y D una matriz de cubiertas para x*. Demostremos que existe A C k™
no acotado tal que [A]* es cubierto por D.

Sea Z el P-ideal definido en la proposicién anterior. Por la dicotomia del P-ideal
tenemos que existe Z C s+ no numerable tal que [Z]* C T o kT se puede ver como
uniéon numerable de conjuntos ortogonales a Z.

Notemos que si Z C k' es no numerable y a > sup(Z), entonces Z C a C
Uneo K (n,a). Es decir, debe de existir n € w tal que Z N K(n, ) es no numerable,
pues si para cada n € w, Z N K(n,a) es numerable, |J,., Z N K(n, ), es decir, Z
serfa numerable. Esto dice que la primera posibilidad de la dicotomia no puede ocurrir
pues cualquier subconjunto numerable de Z N K (n, «) tiene interseccién numerable
con K(n,a), es decir, hay un subconjunto numerable de Z que no pertenece a Z.

En consecuencia, k™ = J _ A, donde para cada n € w, A, es ortogonal a Z, es
decir, [A,)%NZT = @.

Veamos que para cada n € w, [A,]" es cubierto por D. Supongamos que no, es
decir, que existen X € [A]¥ tal que para cualesquieran € wy 8 < k*, X ¢ K(n,p).
En particular, para todo n € w, X \ K(n,vx) # &. Asi, para todo n € w hay
xn € X\ K(n,vx). Esto implica que S = {x,, : n € w} € T lo cual contradice el hecho
de que A, sea ortogonal a Z. Por lo tanto, [A,]* es cubierto por D. Asi, cualquier A,
que sea no acotado en k* es testigo de que CP se cumple. Como ™ es regular, existe
n < w tal que A, es no acotado, de lo contrario, para cada n € w existe a,, < k™ tal
que A,, C oy, y entonces |J, cwAn C U, cw O < k* lo cual no puede ocurrir. O

new

Finalmente enunciamos y demostramos el teorema cuyo corolario afirma que PFA
implica SCH.

Teorema 6.1.6. CP implica que para todo X > 28 cardinal de cofinalidad no nume-
rable se tiene que A0 = \.

Demostracion. Procederemos por induccion. Sea A > 2% un cardinal de cofinalidad
numerable y supongamos que el resultado se cumple para todo < . Si A = 2%,
claramente A\ = (2%0)®o = 2%oNo — 9% — )\ Ahora, supongamos que A > 2%, Si
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A = kT donde k es un cardinal de cofinalidad no numerable, por la formula de Hausdorff
y usando nuestra hipétesis de induccion, tenemos que (k)% =kt . kM0 =kt .k = KT,
Ahora, si A es un cardinal limite, sabemos que como cf(\) > w,

AN — Z #No

p<A
= A-sup{p™ < AL

Veremos que sup{p™ : u < A} = sup{p™ : 2% <y < Ay cf(u) > w}. Para esto
consideremos un cardinal p < \. Si p < 2%,

o < 2% <sup{p™ 2% << Ay cf(p) > w}.

Por otro lado, si 2% < 1 < X, como A es un cardinal limite, tenemos que ut < .
Ademas, 2% < T < Ay cf(p™) = u* > p > 2% > w. En consecuencia,

(uF)" < sup{p™: 2% < p <Ay of(n) > w}.
De esto se sigue que ™0 < sup{p®0 : 2% < < Ay cf(u) > w}. Luego,
sup{p™ s pp < A} <sup{p 2% << Ay of(p) > w}
La otra desigualdad se cumple de manera trivial ya que

(2% =< Ay cf(p) >wh C {0 p< A}

Por lo tanto, sup{u™ : u < A} = sup{p™ : 2% < p < Ay cf(p) > w}.

Observacion. Notemos que lo que hemos demostrado es que si A es limite, para
todo cardinal u < A podemos encontrar un cardinal 9 tal que 2% < < A, cf(¥) > w
y p <.

De esto y de nuestra hipotesis de inducciéon podemos concluir que

Mo = Xsup{p™ 2% =< Ny of(u) > w} = X-sup{p: 2% << A}

De la observacién podemos concluir que A < sup{u : 2% < u < A} y por lo tanto,
como {u : 2% < < A} C A, tenemos que A = sup{p : 2% < pu < A}. Por lo que,
ARo = )\,

Los casos que no cubrimos fue cuando A = k% con k un cardinal regular de
cofinalidad numerable y cuando x es singular de cofinalidad numerable. En el primer
caso, si k es regular de cofinalidad numerable, tendriamos que kK = Ny y entonces A = N
lo cual no puede ocurrir pues estamos suponiendo que A > 2% Asi, el tinico caso que
nos falta es cuando A = k™ con k un cardinal singular de cofinalidad numerable.

Supongamos que A = kT con k un cardinal singular de cofinalidad numerable. Por
el teorema podemos encontrar D = (K(n,) : n € w, 8 € k1) una matriz de
cobertura para k. Sabemos que para cualesquieran € wy 8 € k7, |K(n,B)| < k.
Ademas, como k es singular e infinito, tenemos que x es limite. Entonces, apelando a
la observacion, para cadan € wy 8 € kT podemos encontrar un cardinal ¥ < x tal
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que 2% <9 < g, cf(¥) > w y |K(n, B)| <. Luego, |[K(n, B)]°| = |K(n, )N < %o,
Asi, aplicando nuestra hipétesis de inducciéon a 9 tenemos que 9*° = 9 < k. Por lo
tanto, para cualesquiera n € wy 3 € k*, [[K(n, 5)]¥] < k.

De lo anterior se sigue que | J{[K(n,[)]” : n € w, 5 € kT}| < kT. Ahora, haciendo
uso de CP(D) podemos encontrar A C kT no acotado tal que [A]* esté cubierto por
D. Asi, si X € [A]“, entonces existen n € wy f € k1 tales que X C K(n, ), es
decir, X € [K(n, 3)]“. En consecuencia, [A]* C |J{[K(n,B)]” :n € w,B € kT}. Luego,
I[A]“] < k. Ademés, como A es no acotado en k™ y kT es regular, se tiene que
|A] = k™. Luego, (k7)® < k™. Por lo tanto, (k7)% = k. O

Corolario 6.1.7. PFA implica SCH.

Demostracion. Por teoremas anteriores tenemos que PFA implica PID, PID implica
CP y que CP implica que para todo cardinal A > 2% de cofinalidad no numerable,
ANo = ),

Sea x > 2% un cardinal singular de cofinalidad numerable debemos demostrar
que k™ < k. Sabemos que k < kT, entonces k™ < (k7)Y Ademas, 2% < k < kT y
cf(kT) = kT > w. De esta manera, por el teorema anterior, (k™) = k™. Por lo tanto,
KR < gt O

6.2. Consecuencias de SCH

La hipotesis del cardinal singular termina por determinar la exponenciacion cardinal
en términos de la funcion del continuo (k +— 2%). Comencemos por observar cémo se
comporta la exponenciacion de cardinales singulares.

Proposicion 6.2.1. Si k es un cardinal singular y la funcion del continuo es even-
tualmente constante bajo k con valor X\, entonces 2° = \. Es decir, 2% = 2<",

Demostracion. Sea k como se menciona en el teorema. Entonces, existe un ordinal
wtal que cf(k) < p < ky 2<% = XA = 2*. De esta manera. Ademaés, como k es un
cardinal limite, k£ = }_,_ ;) i donde para cada i < K, Kk; < K. Asi,

oK — 22i<0f(ﬂ) Ri H ki < H <K _ 2<n cf(k) < (2n>cf(n) < 9

i<cf(k) i<cf(k
Por lo tanto, 2F = (2<”)°f<”) = (2m)f®) = om = ). 0

De esta proposicion podemos concluir que, cuando x es un cardinal singular,
2% = 2<% i la funcion del continuo es eventualmente constante o 2% = (2<%)°f(®) en
otro caso. La siguiente proposiciéon da respuesta al problema de la exponenciacion
cardinal bajo SCH.

Teorema 6.2.2. Supongamos SCH y sean k y A cardinales infinitos. Entonces,
20 sk < 2N,
=Sk si2) <k y\<cf(r),
kT si20 <k oy cf(k) <\
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Demostracion. Notemos que el primer resultado se cumple de manera trivial ya que
si k<22, kM <22 Ademas, 2 < k, entonces 2* < k*. De manera que lo interesante
es demostrar los tltimos dos casos. Esto lo haremos por inducciéon. Supongamos que
A un cardinal infinito y procedamos por induccién sobre x > 2*. Si kK = v* para
algtin cardinal v. Por la formula de Hausdorff, k* = (v*)* = v+ . v*. Por hipétesis de
induccion, v solo puede valer 2*, v o v*. En cualquier caso, v* < k. Asi, k* = v = k.
Ahora, si k es un cardinal limite, tenemos lo siguiente.

» Sicf(k) <A comok=>
lema de Konig,

i<ct() i donde para cada i < cf(k), k; < K, gracias al

cf(k)
s < H K = H ;gj < H sup MA — (Sup MA) _ (H)\)cf(n) — N

i<cf(k) i<cf(k) i<cf(r) H<F p<k

Asi, k) = (sup#@ u’\)Cf(K). Ademas, notemos que como k es limite, para todo
v < Kk, 1V < k. Luego, k* = (supum /ﬁ)d('{) = 4 y por SCH, x* = k™.

)\:

» Sicf(k) > A, toda funciéon f: A — k es acotada y por lo tanto, K K.

Por lo tanto, la proposicién se cumple para todo cardinal infinito k. O

Mucha mas teoria se puede desarrollar teniendo como motivacion a los cardinales
singulares. Por ejemplo, en la demostracion del siguiente teorema se utilizan funciones
en ordinales por lo que esto sugiere que son de importancia en la aritmética de
cardinales singulares.

Teorema 6.2.3 (Galvin-Hajnal (1975)). Sea R, un cardinal singular limite fuerte de
cofinalidad no numerable. Entonces 2% < X, donde vy = (2!*)*,

Demostracion. Ver [6]. O

Esto motiva de manera natural una teoria, que lastimosamente no se pudo incluir
en este trabajo, la cual se llama “Teoria PCF” introducida por Shelah cuyo nombre
responde a “Posibles CoFinalidades”. Esta teoria tiene consecuencias muy interesantes
y especificas. Por ejemplo, si X, es limite fuerte, entonces 2% < X, . El lector puede
referirse a [6] para profundizar en en estudio de esta teoria.
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